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编 者 的 d$ 


理论 力学 是 力学 专业 的 一 门 基础 课 ， 本 书 是 作为 这 门 课 的 琢 材 而 编写 
的 。 与 数学 、 物 理光 局 一 课程 的 教材 相 比 ， 注 XE T v Ha. RRE 
利 运动 学 单独 成 前 与 工科 的 理论 力学 束 材 相 比 ， 则 及 福 这 了 理 沦 深度 ， 
ERSS TEELLA., $A 通过 具体 例子 介绍 了 力学 工作 中 的 一 些 
方法 ， 诸 如 选取 力学 模型 、 重 网 和 数 荆 级 分 析 ， 近似 计 算 和 逐次 退 近 法 、 
数学 结果 的 物理 解 绎 等 。 

北京 去 学 力学 可 业 自 1952 年 成 站 以 来 ， 周 培 源 、 避 林 训 等 许多 同 点 讲 
授 过 理论 力学 这 门 课程 ， 积 黑 了 不 少 教 学 经 Ee. TREE EG DADOS 
经 验 。 另 外 ， 编 者 也 考 卉 了 工科 理论 力学 散 学 中 的 一 些 特点 ， 以 便 本 CBE 
xi THRA EE. 

BRETTA, tæ. ir kma, inc VACRIE ASA 
学 、 质 点 对 动力 学 的 几 人 入 基本 定理 ,它们 ARRERA Aaw 
碗 则 带 有 专题 的 性 质 。 在 计 授 时 数 师 可 根据 需要 和 学 时 数 省 赂 其 些 章 站。 
考 虚 到 力学 专业 某 磷 刘 的 特点 ， 本 叫 对 分 析 力 学 只 作 和 初步 介 绍 ， 对 相对 论 
力学 基本 上 注 有 提 避 。 迷 续 介 硕 办 学 的 共同 理论 基础 应 该 属于 埋 论 为 学 的 
范围 ， 但 根据 志 往 的 习 罕 ， 和 暂时 也 被 有 包括 在 内 。 

为 了 便于 烙 掌 ， 书 中 有 例题 、 思 考 串 、 习 题 和 习题 管 案 。 人 和合 是 并 不 全 
是 订 范 性 的 1 RH, JEA AIRAA CAP sterii mI. A A 
Jr dL (i ERR. 

WEE WS Te dE ECCE: 72 5535 197 810 19 79 5E] 5E A" B0) Br E en HH] 
gdt. Simat Lt gs mm pl SEES. TE Á See e SEES RET 
寺中 一 些 问 题 和 错误 AERE ESE 了 核 正 + 兄弟 院 校 的 一 些 间 行 出 对 
视 印 稿 提 出 了 丫 少 宝 央 的 意见 。 本 书 由 了 中 一 、 厄 法 清 和 陈 湾 三 位 同 必 作 
I ISpI PEE DR DODDMMIFOE L3 感谢 。 限 于 编 韦 水平 ， 定 稳 后 遗留 下 
的 错误 和 问题 一 定 还 有 ， 规 切 希 望 谍 者 指正 。 


编 者 
1981 年 3 月 于 北京 到 学 
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绪 Š 


HAEA UL dd x HARAP. S9 ERU VL XE zh SH 
物体 的 空间 位 形 随 时 向 的 变化 ， 华 包括 称 动 、 转 动 、 廊 动 和 变形 
竺 等， 出 包括 静止 ， 表 上 正 或 平衡 是 运动 的 一 各 特殊 情况 。 “D 
学 ”在 英语 中 中 mechanics, XO FG Hb eyar, ED ERO mE 
TREHET 汉语 中 的 “力学 ”一 词 字 面 上 是 力 和 的 科学 ， 已 没有 
PWRPAS I 

JLdXs xA ERIRAERIDIM. J&GECEB Eg. TETSWIBUE 
隶 运 动 或 高 级 运动 形态 中 ， 如 物理 的 、 化 学 的 、 甚 至 是 生物 的 运 
动 形态 中 ， 都 包含 着 机 械 运 动 的 内 容 。 力 学 的 研究 为 揭示 天 自然 
中 和 机 械 运 动 有 关 的 规律 提供 了 有 效 的 试 器 。 研 究 天 体 的 运行 和 
演化 需 概 天 体力 学 、 波 体力 学 等 的 帮助 ! 三 帘 地 慢 、 地 壳 的 运动 
和 发展 需要 地 球 榴 坦 动力 学 多 的 帮助 ! 近年 来 ， 连 生命 卉 象 中 的 
力学 问题 出 越 来 越 受 到 重视 ， 从 而 形成 了 “4 生 物力 学” 这 样 的 分 
支 。 至 于 物理 学 、 作 学 等 更 是 与 力学 有 着 效 切 的 联系 。 力学 本 来 
是 物理 学 的 一 个 分 支 ， 后 来 寺 和 物理 学 有 了 不 同 的 分 工 。 所 以 ， 
力学 是 一 门 基 础 学 科 ， 

力学 同时 双 是 和 工程 技术 联系 极为 广泛 的 一 门 技 术 学 科 ， 它 
是 近代 工程 拷 术 的 重要 理论 基础 之 -~-。 出 于 空气 动力 学 的 发 展 ， 
才 使 现代 航空 航 开 技术 有 今 开 这 翌 的 水 平 : 由 于 结构 力学 、 弹 性 
力学 等 的 发 展 ， 使 得 大 型 建筑 结构 、 重 型 机 械 设 备 的 设计 有 了 可 


— 


© Zr. BLie M) eG Hon dg E mechanical, 

© AAi mechanics E + Etat sch, AE, &SmT-s5esu, H 
taiat A ind&BigGk su5 0x TAE (1810—18820 HE E 
ak —-B (1858H). 
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Bw USER. Hiini 1S8 tE EI AE DOEDEUBDRPRSGS 
SAER HBTiBUEISÓIBEOT EnA mA m R E, E 
Ht, JERR me EA ACE R AEH E E A E. 
力学 科学 的 发 展 始 终 是 和 人 人 类 的 生产 话 动 紧 密 联 系 的 。 在 古 
代 ， 和 类 就 在 农田 灌流、 建筑 、 运 输 综 方面 逐渐 积累 了 一 些 初 步 
的 力学 知识 。 例如， 在 我 国 的 墨 检 (公元 前 458 一 382》 及 其 学 派 
的 著作 «m5» gH. HEY XT. HZOco4EUEB EE. xx LL 
HEER LERA XJF. HEEE tSt 《公元 
前 384 一 322)、 阿 基 米 德 《公元 前 287—212) 5"EULEREE T 7 ep 3 
FELE I. MU” T 3:25 ud DEG: CREER 
— sea Je Bud fi. E ERRERA. 力学 作为 一 [] 精确” 科 
AE, Du Eg pu (Newton, E, 1642—1727) B Ef. FRE E 
B3 ESGE « 自然 哲学 的 数学 原理 六 Dp, RAHA T Ai o T fe 
ag bhea, EEA SAER JAFA TIAR 
HRE EA EDER A E 
AGEIAARIISRAQ HR, DIIALRGE AREE 4E. JEJASEERINUR, 
3i ETE Do SETEBS IA IR, 而 后 叉 在 实践 过 程 中 进行 检验 ， 是 一 个 
Haura, HAREE., WEMAN RS DERK E 
I] EAST HJ (Kepler, J., 1571—1630) 的 行 EH BERE fb 
ELARA EHARA, ucro AU Bs ok EU E Aa BUE 
(Copernicus, N,, 1473—1543) EIEE - fiep Tycho 
Brache 1546—1601) MRRP — T SERAM B IEN 
没有 这 种 第 一 性 的 资料 ,什么 理论 也 不 可 能 得 天, 而 理论 的 正确 眉 
咨 ,还 得 由 实践 来 证 明 。 例 如 ,法 国 青 年 科学 家 勒 威 耶 (CLeverrier, 
U J.J., 1811—1877) 根据 当时 的 资料 ， 运 用 万 有 引力 定律 和 微 
y R, ZAHARRA pA TEATE O” EMi AA 
A4 ONREHERCERBD,. XEp1840fg Ad Jo fbnaih5IE. AAA” E 


(Q 18875EHM E, RART GHORCEOHRGS DOOR HARE PAnR gH 
a HH. LBL. 
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SR TE fbi HIN A bz Eth (Galle, J, G., 1812-1910) oH Sij 
THEE., BAA D HWHH I AA 8| E Ep E TE 

aM da die 计算 和 理论 三 方面 的 配合 。 在 探索 力 
HEH. JCYEdESS— HiBl, iae mA S A ECRHOGLPYE Coo 
x pE ERRE S JGR BA E UI 
HRR. Jenit D, Wi DFH EER E DD. MaA 
程 的 发 展 紧密 相关 的 。 现 代 电 子 计 算 机 的 出 瑰 ， 妈 为 数学 在 力学 
中 的 应 用 提供 了 更 好 的 工具 ， 从 而 捉 进 了 力学 理论 的 发 展 。 我 们 
在 这 门 惠 程 中 所 学 的 是 一 些 成 熟 的 、 经 典 必 的 结果 ， 着 重 于 数学 
推理 这 一 方面 ， 但 是 应 读 牢 记 笑 践 是 检验 时 理 的 唯一 标准 。 力 学 
理论 是 否 正 确 ， 都 得 经 过 实 脸 室 中 的 实验， 或 对 自然 现象 的 直接 
观测 ， 或 在 工业 技术 四 的 应 用 ， 上 归 和 模 到 底部 得 经 过 实践 的 检验 。 

实际 的 研 客 对 象 往往 是 相当 复 厅 的 ， 但 在 力学 的 理 认 工作 
中 ， 常 常 是 抓 柱 一 些 带 本 质 性 的 主要 因 朵 ， 而 搬 开 一 些 影响 不 大 
的 次 要 因素 ， 队 而 提炼 出 所 衣 力 学 模型 作为 研究 的 对 象 ， 当 物体 
运动 的 荡 畏 比 它 本 身 的 尺寸 焉 天 得 多 时 ， 我 们 就 把 物体 当 作 是 只 
有 质量 而 盖 有 天 小 的 一 个 质点 。 任 何 辐 体 在 受到 外 用 作用 或 渴 庶 
变 作 时 都 票 变形 ， 刀 果 这 种 变形 在 我 们 所 研究 的 问题 中 可 翅 不 考 
虑 或 者 暂时 不 考虑 ， 我 们 职 把 旷 体 当 和 不 可 变形 的 刚体 来 处 理 。 
质点 和 刚体 是 两 种 最 基本 的 万 学 模型 。 所 原则 上 说 ， 和 任 人 杂 物 体 神 
可 以 认 沟 是 由 这 多 质点 组 成 的 ， 即 当 作 质点 系 来 寻 理 。 上 比如 | 看 体 
就 是 性 意 两 点 之 同 的 距 龄 保 拉 不 变 的 一 个 质点 对 。 贡 实 的 物体 是 
由 许 儿 粒子 (有 原子、 分子 等 组 或 的 ， 人 得 在 力学 中 往往 把 牧 质 点 
者 材料 当 作 连续 分 布 的 。 如 果 物 体 中 每 一 点 的 力学 性 能 反映 这 
ARET THA TĦ Tø FISIERE, Mii fhtin A 
fExESEBE Ccontinuum), ÆA Ariete CfE. SEPEO BoDtss. [Af 
EEH,  TETEZR FH E EE Ap a, E CE — ESOS 
WABMPZSHEBUOISE ET. AAE T IRE PERO. RER D GU, 
在 卷 虑 地 球 在 太阳 系 中 的 运动 包 道 时 ， 也 球 的 大 d CR 径 约 为 
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6370/5 HO. EEPL PER CBAR DB X xA De. B9 
1.5x10* AE) 要 小 得 多 ， 我 们 就 可 把 电 球 理想 化 为 -个 质点 ， 
在 确 究 人 省 卫星 的 运行 轨道 时 ， 地 球 的 大 小 就 不 能 不 考虑 ， 但 它 
的 变形 可 忽略 ， 平 是 把 地 球 理想 化 为 一 个 下 体 〈 球 ， 精 确 一 些 
当 作 梢 球体 甚至 更 复杂 的 几何 形状 )。 至 于 在 考虑 地 震 的 起 因 或 
考 电 球 的 演化 问题 时 ， 忆 须 丘 典 地 球 本 身 各 部 分 的 变形 和 流动 ， 
那 时 通常 条 用 连续 体 这 样 的 力学 模型 ， 

理 话 力 学 研究 关于 岳 点 。 财 体 、 乒 点 系 和 连续 体 等 等 力学 愤 
型 的 基本 规律 。 本 书 只 讲 质点 、 刚 体 及 质点 系 的 一 般 力学 规 入 ， 
而 不 讨论 连续 体 中 的 力 掌 规 律 。 在 理论 力学 中 所 讲 的 力学 规律 ， 
通常 只 限于 以 牛 晤 运动 规律 为 根据 的 经 典 力学 ， 和 只 考虑 宏观 的 
物体 ， 而 不 考虑 原子 、 电 子 等 微观 结构 所 遵循 的 量子 力学 规律 ， 
只 考虑 运动 速 底 远 远 小 于 光速 〈3X 108 米 / 移 ) 的 情况 ， 而 不 考虑 
相对 性 效应 。 这 样 的 理论 对 于 解决 自然 界 和 工业 技术 中 相当 一 部 
分 问题 是 行 之 有 效 了 的 ， 这 已 为 无 数 的 事实 所 证 实 。 

作为 一 门 基 础 课 ， 学 习 理 论 力学 务必 在 以 下 三 个 方面 运 到 要 
求 。 准确 地 理解 基本 概念 ， 部 悉 基 本 定理 与 公式 ， 并 能 在 正确 条 
件 下 灵活 应 用 ， 最 后 是 学 会 一 些 处 理 力学 问题 的 基本 方 统 。 为 了 
达到 这 一 上 自 标 ， 就 需要 在 钻研 理论 方面 和 解 自 例题 与 习题 之 间 反 
复 变 蔡 ， 酝 认识 逐步 深化 。 
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第 一 章 P 7) 学 


ARI SE JZuuBULHEEGEH a 850. EW R H PERS? IERI 
ATW. TER ET PRIRA EAA BIZEEDIT C 
2B COLIBRA do. EARJE WEBS UR RETTET IER S. 
Air ALIEGdazRCH(E-EÉGU. mjpiBmyT itin urk BERT 
JE DS Po PE EFIE Dn E 3X tE JJ Je BE AS E R PARE. J€( HO 4E) TI 
—^r stk ESE Ju dE—4- 2328. EERIE iiie $9 fk 
CE RA ESGRWIÍE EJ )JZBUTEIACPD. AAE a RR 
tr fIE EL WT SC JJ & Ir Re EE TUI RH, 


131 21 km xS 


力 的 构 念 来 Dp sek. AJUSTES UU) Uh DET HE 71D , 
€ Re» 中 把 7) i HRS P EH RE MEE X ahpa ER Pd: "39, Hia pE 
AE. GXGEOAGOTRUGUDMPODIEGAGA E. AWE E G DA 
个 物体 对 另 -AiR ER, EREA EAN. EERE 
ME Ka DTALEERA., düc AE Hm ER. — A 
PobCNOEGEO b. QeIRGEGUHRIRBUZIOI CLREEH) 的 作用 ， 
xk JE-—AMGBBBEEBUTI. ShIRGTGSDSLID RU. iAJE— 4eIB pEdRG* 
生 的 力 。 

汐 了 要 确定 一 个 力 ， 必 须 说 明 筷 的 大 小 、 方 向 和 作用 点 ， 邑 
-PIEZA REA, T AE RE A a A 

T JRZ. HARI CRETS O WFAA (Ww THAE 
d EALAR, AIIE [DH Han Mech uk WIE. Wetra hanya 


B. oR CRGA BUIAI AA RBp E cEGA GSEGB IL ID Gà) qu. mp pon p An a a [GA d) 
AHE ER B Uu. 
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行 合 成 的 。 就 是 说 ， 如 果 有 了 两 个 力作 用 在 一 个 物体 的 同一 点 闪 上 
ELD, RA bW Zr hA IA ER EM A i MB or MAR 
个 力 和 另外 一 个 力 对 物体 的 作用 效果 是 一 样 的 : 这 个 力 的 作用 点 
EMA, SED eroe ER EE MC den, gm MC 是 个 行 四 
yE MACB 的 对 角 线 。 这 样 ， 我 们 就 简单 地 说 两 个 力 合成 了 一 
个 力 。 有 有 去 小 ， EE, ELMO ODUEdI PS XLI us UE 2S BST TO PH 
BEKIR. Bs. JEKE, ARAREHETRRI, 
ápF,R,r,p 5$, BUE ERE EJIUK A” WME, R G. TEH O 
表示 。 


gud XE REEGDEGNOM 图 1.2 后 的 必用 点 是 并 


HEWA., 但 是 半 用 一 个 向 量 符 号 下 还 不 能 说 明 力 的 侈 部 三 
个 特征 。 因 为 下 只 襄 明 大 小 和 方 | 咎 。 为 了 完全 确定 一 个 力 , xbX 
BI JARA., 3n F 作用 于 物体 上 的 这 点 ,我们 可 以 在 选 定 的 
i kdk LEAEXSORGE—r £O 用 向 径 + 一 OM 来 表明 作用 点 的 位 置 
《图 1.2)》。 有 了 两 个 向 量 互 和 r>， 这 个 力 才 完全 被 确定 下 来 。 

每 一 个 物理 量 都 者 衫 定 的 量 网 ， 在 计算 时 要 和 采用-- 定 的 单位 
制 。 在 国际 单位 制 (SI) 志 中 ， 力 的 基本 单位 是 牛顿 (N)， 在 工程 
中 常 刺 千 出 顿 tktN)， 长 诬 的 单位 是 米 (m) 。 在 我 国 ， 国 际 单位 制 

D onyx" AEE MHE- EN. 

T REMEH EA cuibndbfa Sb», PRAH, 1975. 第 妃 届 国际 计 
PSONE T HA, Æ CGS 制 中 力 的 基本 单位 是 达 因 (dyaejy 1 ER = 


1ip-5 中 顿 ， 转 际 计 量 委 员 会 认为 ，CGS 制 访 好 不 与 SI 并 用 ,但 是 , AFAA CGS 
Begim KEUNE LEAFA H. 


8 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


已 在 推行 ， 但 工程 界 和 只 常生 活 中 还 经 党 采用 工程 单位 制 ， 其 中 
力 的 单位 是 公斤 山 (en EE Qo, 一 睛 一 1000 公 斤 。 一 公斤 {( 力 ) 
4p 9.80665 H. EPA SI 为 主 ， 延 当 照 顾 工 程 单位 制 。 

殷 设 作用 在 物体 上 的 力 柔 中 有 个 力 F,,F2,… ,Fs， 作 用 成 
分 别 为 MM Mir, Mas KAEH Tiro ora 或 省 简写 汶 力 系 
Fi, 作用 点 向 符 汶 ri 二 OMi(t 一 1 ,2, n ,0, 在 最 简单 的 情况 下 ， 
这 不 力 系 由 各 个 力作 用 在 网 一 点 好 b. BD ri=rg =t Fas 它 称 
3k m 2338. 

按照 力 的 平行 四 过 形 法 别 ， 可 以 把 F AF ARAA 
Fp， 一 下 十 Fo， 是 作用 在 加 成 1.3. 接着 再 用 平行 四 过 
形 法 则 求 出 五 与 下 3 的 合力 Fue F Ft FHF, 作用 点 
HEM, —i FE SEE F,F-F,cFibe Fa, 这 
个 为 称 为 共 点 力 系 的 含 力 。 合 力 的 作用 点 在 公共 作用 点 好 上 ,所 以 


J£ AG... F;, TOT y F. ge 
EL. 


i=] 


作用 点 在 公共 点 上 ， 


作用 在 质点 上 的 力 系 ， 因 各 
个 方 的 作用 点 都 在 这 个 质 虚 上 ， 
一 定 是 共 点 力 系 。 押 以 对 于 质点 
3 BRI —áE 4 EF. 
的 各 个 力 的 作用 点 大 不 一 定 是 
BRR. RAN GR Fo 作用 点 
4r 85 M, Gi 1,2, ,m (图 1 .4 
(a))。 我 们 不 能 直接 用 平 行 四 边 Bie 共 点 力 系 的 合力 


Q kilogram 作为 质 显 单位 时 译 为 于 序 ， 作为 力 单 位 时 译 为 公 厅 。 
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形 法 剧 对 力 进 行 合成 以 求 出 合力 ， 因 为 只 有 作用 在 同一 个 点 的 
PPATODACREXXRESE. M E Fi, Fae, Fa GE BAIE GE. Ri 
然 林 以 求 出 它们 的 向 量 和 Fit Fte t Fa 这 个 向 量 和 我 们 用 
F= R kam (i.a, M cim 


TEDNA F; G=] sar 1) Hg EIE 


(1.12 


要 注意 的 是 ， 主 向 
量 和 合 万 在 概念 上 是 两 
件 事 ,因为 在 主 向 量 中 ， 
FE SHE SE 
素 。 对 于 上 面 所 说 的 共 
点 力 系 这 个 特殊 情况 ， 
它 有 一 个 主 向 量 如 《我 
图 1.4 EHER PUUA H T ERADAN 
Ji, TEER AERE. ATAD F GRIS 
说 明 它 的 作用 点 才 有 意义 )。 虽 然 在 这 种 情况 下 ， 主 向 量 羡 与 合 
力 作为 向 量 ， 它 们 的 天 小 和 方向 是 一 样 的 ， 但 是 上 毕 晤 它们 是 
两 个 效仿 。 上 以 后 我 们 会 看 到 ， 有 些 力 条 慨 本 深 有 合力 ， 但 是 仍然 
[IL Hickgé f. 实际 上 主 向 量 是 合力 概念 的 一 种 推广 ， 主 向 量 
是 整个 坟 系 的 一 个 竺 征 量 ， 这 个 特征 量 和 下 一 节 将 要 讲 到 的 另 一 
个 特征 量 一 一 起 ， 能 鹿 划 力 系 改变 物体 整体 运动 《包括 平衡 》 的 性 
能 。 这 一 点 在 学 完 动 力学 后 会 更 清楚 。 
只 要 知道 力 系 中 各 个 力 的 天 小 和 方向 《和 暂 旦 不 管 其 作用 点 ) 
就 一 定 可 以 求 出 主 向 量 只 。 现 在 来 作 具 体 计 算 。 通 常 我 们 在 参 芍 
体 上 取 一 个 国定 的 产 fü de 标 架 Oxyz 与 参考 体 固 连 在 一 起 )， 
"Hg ER dH EO. "EE x,y,z 轴 方 向 的 单位 向 量 为 i,j,k。[ 
j,k] 称 为 一 组 基 向 量 。 只 要 原点 和 基 向 量 选 定 ， 就 是 选 定 了 庆 
& 
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fads dai. MA RAEi8R— dH fü dez [O Jk]. TE 
4o] — A pg AF. da jf ELO ding t 85) 73 I6] 2 4 — n 2 [3 RE CIR] 1.92 E 
WASE Fsi Fyi Fek Won, Ep 

F-.F,ic-F,jrP,k, 
Ach Ffy PX: m. E 
们 可 以 是 正 或 负 ， 北 如 了 > > 0 Fk 
卖 示 下 在 i 方向 的 分 向 量 与 i 方 
向 相同 ; 反之 ， 当 Fa 之 0 时 ， 
则 方向 相反 。 我 们 称 Fl Fy 
F, AF — TED 《有 了 时 也 
说 在 基 耐 量 组 (8, 7. Rj vp Bye 
标 )。 几 于 7 真是 正 交 的 单 
Jig E, Fa, Fy, PX EF dm 
i j,k Jj qj 8 dx X6. ENTIA 
A paro ERE SOR H. BOLA 
有 


-m m -一 -一 一 一 一 


就 是 说 ，， 在 正 变 单位 向量 基 中 ， 一 个 向 置 的 分 量 CHEFO 等 于 
RERE m. 
现在 求 写 出 主 向 量 R HARRAK, E 
R=Rit Ryd t Rh, 
BHEX O.034 
FI=F ,ri+ Fiyi tF izR 


O 严格 一 些 说 ，F x 了 yj 了 i 下 这 三 个 分 向 HEP. MR eiD 分 别 
HFa [Frl Frs MTE Fa. Py. Fas 所 以 分 基 丰 是 分 癌 址 的 大 小 ， 而 是 分 向量 
Adm pi b pie 3. B 

Q TETERA EHAA p i Si. 
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代入 就 得 


| (1.2) 


R.— 5 Fizs Ry= LAM R.— > Fi. 
这 表明 主 向 量 的 分 量 等 于 省 个 力 的 根 应 分 量 之 代数 和 。 
由 向 量 的 性 质 可 知 +: 
主 向 量 的 大 小 为 
R= (SBF)? QIP'FOIFO, (1.3) 
EARN HRED 


cas (R, i) — (NIFI R, 
eos (R, Jj) — F/R, (1,42 
caos (üR, k) — (S F,)/R, 


i-2 坐标 变换 和 不 变量 

在 同一 个 大 考 体 
"B, RII TRI ELZE BAR In] 
Bud ERA (或 称 UB 
ZR, dm, 24 我 CINT 
完 妊 坡 P 上 一 个 物体 W 
的 焉 入 或 向 着 妊 城 撕 射 
一 个 物体 半 时 (图 1.86)， 
HRE uo 
Xp hg ER, JI. db 
向 和 天 向 《 坚 再 向 上 3 
图 1.6 同一 矢 考 体 ， 不 同 举 标 票 LEUTE 向 量 1, 了 ,上 的 


D 为 书 宇 简单 起 见 。， 在 不 敦 发 生 误 会 的 地 方 ， 我 们 通常 把 之 | 简写 成 富民 之， 
HR Fijas Fiyy cz 的 下 标 上 略 去 。 


i0 


MINIMI AIRACAC Th oun UNES NICE runi diei 


LI -Ja Hiẹ mE noL PER a PED a i PR 
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Jie. WT EM s fg et Hs R ERSA A im An Ee; es 和 es 分 
APAR h PRÉ AA AU e, ehhi DI Of p iE AB, e, dug 
SHE, es iD IBI E I k Ti. E TS XX PS A RT ESTA R A 
mote -AMR Ic4niàbUUEW e 4k bdXddg dab. ini 
5 (4 M ICE OIX ACB 运动 ,现在 我 们 所 关心 的 问题 是 : 同 个 
南 量 在 不 同 华 标 系 中 的 分 硬 之 闻 有 什么 变换 关 孙 ? 疝 量 的 哪些 性 
质 是 和 不随 举 奈 系 的 变化 而 变化 的 ? iXdb, gk XX — T; EUER) AVR. 

iE EH APRER f MERO. iJ, &] 
3n FA, e,, 05,6]. 61,83,23 Ll; RE — 2H 
BEES Eng. Dy f Jríddg uL, 3X 
1r 1355 de pp HE, J, A] FA i, iaia] 
qE]1.72, EAA P. HI HE 将 坐标 
x.y, LEE XiX, Xi. 基 向 其 组 [#1， 
e;,e;]$k dk e. HAM RAE Rs Eenes 
本 成 x1,X$,x$. FITO (n i xk e) HLT MARERE 
BH teab nak a m et Éa 

Enae 作为 一 个 向 量 ， 就 叮 以 在 基 i 中 分 解 成 三 个 分 向 
E- 与 成 


€; = pif, H Enig t País, 
Xk H pa PaPa 是 向 量 e; (dd dor Bg dk DR UE T EEG 
位 正 兖 其 ,所 以 它们 出 就 是 e. dd iis £a 7r pe] ET 3x RE. ALES e. AE 
单位 向 量 ， 所 碎 这 三 个 其 也 就 RR ei 的 方向 全 着 ， 它 丰 的 平方 和 
Ti, MA 

puce t fa Dae tin  Pa=e = fs 
Pr 十 Peil 十 Pit 一 [。 

EjFEÉHE, Xf ez,es WT SIRER P. AARE FL 

e= Pit H Bote Puiss 

es Pigli H Paria t Dust, 

€g — Pisi, +H Pasig + Pastga 
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Pei THE 8I ELZR. HABE B H5 209 7$ x 

Pi Piz Pig 

[61,823,631 = [fis 82, 83] Pai Pez Peg 

Dai Pas Pas 

或 
e-—iP, (1.55 
HeBoegmidéfrüEMe-is.e.61.E—[45,5,45],P 称 为 交换 
矩阵 ， 它 是 一 个 3x3 BpADBME. MERERI D: AUi 
Pije; i (1,7=1,2,3), 

IRA An P Apoia TP mA A In] dco 22258 


' e, ear 3 3X 
PESE I- 434 E: 


E: BE: WEST 
£X. m oz HH ftii biz Pia 
fyiz XX oy à Pza Pi has 
kia 玻 三 辅 ETI Pia Pas 


因为 1 是 单位 正 变 向 量 基 ， 因 而 有 ， 
. . |， ， 当天 于 时， 
kei = 


l 1, UM k=l 时。 
HAZ- ARHAR AE TRUE AHARD, 
fi 
iem h tehtni] 
T 
iei fi = ta EP 1 
一 | h-hh ots foris J=! 0 1 o0 b 


T xk B JE up DE. SARREN, EE A BS E —-TcUXE RGB jeg m M PE 
RT. 
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BDiT e i=l, E ME, i E CAR i IiE RANE, , eses li, AE 
A r1E dc Xp EH, CELER AE rab 26 MO ,— AMA 
ef. e —l, 
pO E) ISCALGE 
| — GPA7 - (GP) z PI? - iP —PTP, 
HIER Jn, P Æ- TERIH. Hi — 4 fr 1E Sr dés 8 59 — Aai 
EZE hüsEHRAERMESR — 4 EDERBME. B 
现在 状 虑 一 个 向 量 的 分 量 。 谈 庙 量 所 在 1 基 中 可 以 表示 成 


F—Fii,T Fii;tFii, (1.62 
其 中 FL Fi ,了 i 就 是 下 在 i 切中 的 各 个 分 量 。 利用 和 矩阵 形式 可 以 
写成 
Fi 
2 Fi pt 0.7) 
Pj 


其 中 F* 玫 了 示 一 个 列 乱 阵 ，F5 一 [Fi 和 EPEFIT7。 辐 样 地 ， 了 于 在 e E 
中 可 以 表 东 为 
FoF:e, Fie, + Fie 


Fi 
一 [e], 22; #3] Fs er. (1.8) 
! Fg 


SUEXCR PH A E zc BIS SR. Mp G.S) f& AX O9), $8 
| F —eF* —iPF* —icPF *), 
将 上 式 与 式 (1.7) 上 比较 ， 由 于 一 个 向 量 在 同一 个 向 量 基 中 的 分 解 
F'EPF*. (1,95 
HERRER PC 得 
P"F'—F*' zz F*—P-F*, 
当 基 1 和 基 e 都 是正 变 单 位 基 时 ，P 是 正 交 和 华 阵 , PTP B 
EA 
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py pp mE i n Lien d 


pusprpS. (1,102 
LAPERA” wir EEE 
PicpaPFickpuFivepuFi, 
一 Dis 十 pas 天 十 六 sz 下 ds 
Fi -paFicbpaFicpnuFi. 
注意 上 面 第 -一 武 的 三 个 系数 是 Pa, PoPa 而 不 是 Pirs Pin Pi: 3E 
d. EA HLNEGAGSOBBEBUISCRIAORU. Sp HORE 357; EEM 
Td. i 
AO 9)f C]L10 28 HT —^ [8] 8. CHEER AD SE 用 于 力 ) 在 不 
d do oe Kn dk 
标 对 改变 以 后 ， 分 量 是 本 发 生变 化 的 。 


kkk RHEA AR ER GR Oxyz 
Saz 轴 转 过 9 角 变 成 Ox'y'z', 写 出 变 
换 甜 阵 。 对 向 径 QM， 写 出 它 在 两 个 
坐标 孙 中 和 的 分 量 (x,y,3) 和 (x!',y'， 
z ZARR, CK ook 

ckok ë REA iA Očni 是 由 
l 坐标 系 Oxyz =A prh c é GE E 

图 1.8 ÆRA AKD MAHAD PPRA zo. lu] 

的 变换 矩阵 是 什么 ? KAERRA ITIR k okk 

六 玉米 ”在 笠 坡 和 的 例子 LLO F, a Ek OA 沿 东 北 方 
向 ， 基 图 中 & 二 45"， 科 坡 与 水 平面 的 夹 角 为 8 二 30"。 写 出 华 标 变 
iRigpe P. 这 个 矩阵 的 行列 式 det P 等 于 多 少 ? 物体 W 的 重量 为 
10 Hfi (方向 向 下 )， 这 个 力 在 两 个 坐标 柔 中 的 分 HE E 
及 BB 一 100 米 ， 向 量 AB 在 两 个 坐标 系 中 的 分 量 各 是 密 少 ? k k 


从 上 面 看 到 ， 在 坐标 变换 上 时， 向量 的 分 量 是 在 变化 的 。 规 在 
机 问 有 了 蛙 些 量 企 坐标 变换 时 是 不 会 变化 的 ? 设 物体 上 作用 一 力 系 


QD 33 和 +***# 之 局 表示 思考 题 或 简单 练习 。 
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Ga S Fus CURE HERR SIE , 在 不 同 坐 标 系 ( 基 i1 和 
te t ppp Eyi a] F3 F5 ABER moms 
pye RAR ARa, DEAR SEF, AER GR T EIS 
xGkk) R — IF ,就 是 说 :“ 力 有 条 主 向 量 的 分 量 等 于 各 力 分 量 的 
代数 和 *， 这 个 命题 不 论 对 于 1 基 或 e 基 部 是 适用 的 。 或 者 说 ， 如 
果 这 个 命题 对 一 个 坐标 条 适用 ， 尘 么 对 别 的 坐标 和 柔 也 适用 。 

在 理论 力学 中 ， 和 需要 应 用 数学 工具 描述 某 些 力 学 规律 。 显 
JR, iE CWE) 咎 理 规律 不 应 随 坐 标 系 的 《主观 的 ) 选取 而 
有 所 变化 。 因 此 在 数学 工具 的 选用 中 ， 我 们 要 强调 物理 定律 对 此 
标 系 选取 的 不 变性 。 深 用 向 遇 这 种 数学 形式 来 表达 力学 量 之 闻 的 
关系 ， 就 比 用 数量 (比如 随 坐 标 系 选取 而 变化 的 分 量 》 更 适合 。 

*okok 证 明 对 于 任意 向 量 基 8 (CIDLAEJEIESEGEO ERE 
分 量 列 阵 等 于 各 力 分 量 列 算 阵 的 代数 和 , 即 RIEF. ook 


在 维 标 变换 中 不 变化 的 量 叶 局 不 变量 。 主 向 量 的 模 是 众 标 变 
换 中 的 不 变量 ， 主 向 量 在 已 知 固定 方向 上 的 搜 影 也 是 不 变量 ， 但 
是 主 商 量 在 坐标 轴 上 的 分 基 和 方向 余 豆 都 不 是 不 变量 。 这 些 结 论 
丰 物 理 意 六 上 来 看 是 很 显然 和 的， 其 数学 上 的 验 还 也 不 难 ， 请 读者 
自行 完成 
*ckok ”验证 一 个 向 量 舶 模 (大 小 》 对 于 坐标 变换 是 不 变 
E. dip mE 下 的 模 等 于 二 .下 ， 利 用 变换 捉 阵 的 正 效 性 
证 明 它 的 不 变性 。》 Ek 
kkk ”上 验证， 两 个 向 量 的 点 积 《 内 积 或 标量 积 》 态 . 昌 zji 
HERETER, k** 
主席 量 移 分 明 不 是 不 变量 ,但 它们 是 香 同 时 为 老 ， 这 一 性 质 
却 与 从 标 条 的 选取 无 闪 。 这 一 结果 在 静 力 学 中 非常 有 用 。 我 们 有 
必要 专门 讨论 一 下 , 设 主 向 量 R EA P epu R=IR EREA 
e 为 基 的 坐标 系 中 , EME R 的 分 量 询 条 阵 民 "一 般 说 来 要 改变 、 
HERRA.. 0; du R' 为 震 ( 姑 三 个 分 量 同 时 为 圭 )。 PU 
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AR AF, 有 反之 亦 然 。 这 祥 我 们 就 得 出 结论 ， 

主 向 量 为 尾 的 必 寓 且 充 分 条 件 是 ， 它 对 于 任意 一 个 华 标 邓 的 
Zio RHAH TE. 

TER, EERI tiez TIREE ERÉ E 
力学 的 实际 和 问题 中 ， 我 们 将 会 过 到 这 样 的 问题 ， 将 基 8 JEE 
交 的 及 而 对 计算 比较 方便 。 这 时 必须 注意 的 是 ， 向 量 在 机 量 方 
向 上 的 分 量 不 再 与 投影 相等 。 下 面 以 平面 情况 为 癸 ( 图 1 92 3€ 


fe, a 
Hi.9 分 重 与 投影 不 同 


明 这 一 点 。 设 有 一 非 正 变 的 坐标 系 Oxg， 一 个 力 (向 量 ) 正在 Oz, 
Oy 方 身分 量 的 大 小 是 08 和 DC， 而 投影 的 天 小 是 OPD 和 OFE。 屎 
然 它们 是 不 相同 的 ， | 

PREIRO ARER AJLA, [EX guzenm PE OE 6 
Vid. dL8D—cdHXE ERE TRE LEE. KTA fEADERGAE. ERAI 
Eec [eee] TRE JEIESSTIJBBA 位 K, EAER E 
这 个 基 中 的 表示 是 

R= < Rits 

Hh Re Rae Rt 时 三 个 分 商量 ， 而 只 0 一 1,2, DRE 
| Q6 L5 MEE T2 V ERUCAGSUR CoE SUE UE. TE 1:2 
天 小 ， 再 井上 代表 指向 的 正 负 号 。 如 果 有 Bi E db e*—[et] 
et.etlik XA 


É mm 
ej * ej —e6, - e$ —ÜU,5, 
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dn 394429 


| Ds; i=j» 
上 一 
0, fX, 
Aj e* $k25 5 e HA. 

xA R (dE a9 xomd 


R= © Rie}, 
Hh R*et(c —1,2,3) JE 4 rà itv fil dis e* 分 解 而 得 的 三 个 分 向 
4H. Rf g—1,2,2) Hp d R ip bi se 8945 e Hg Je SEHE C SE 


2E. 


** k Ox, Oy hZ G0 Or fü T Oxy 7E-Hn. 8x e;.e;, 
ej xy, fg. BHo86,—2, 605—1. 8a 二 1。 3EH BI dE E eT, el, 
et, Uh 证 它们 的 类 小 是 二 1/w 3, ei—2/v 3, ei—l1. i 
尽 沿 xOy 的 分 fik, H RR 二 6。 验 证 它 的 反 变 分 最 是 Ri 一 v3， 
R—24/3, Rs 一 0; 它 的 共 变 分 量 是 和 一 6w 3，R 一 3w 8, 
Ríco, E R 对 Ox 和 对 Oy 的 关系 是 相同 的 ， 但 由 于 ei:es 一 
2:1， 绪 果 R,;:R,—1:2, Ri;:R$-—2:1, 这 可 以 作为 “EE” A 
# 共 亚 ?” 名 称 来 册 的 直观 解释 。 k okk 


25 Ig dc ru Bb eL C — L2, 0 B rx BL, FEH 总 的 表达 式 代 人 得 


R» «(X R*sj ) -e =R} 

我 们 注意 型 7 R fre, 上 的 投影 是 R u er | eil. Bir EJ dito sx RE 

Rt 等 于 相应 向 量 在 e 7; i E ffoi RESELAM uu ERA. 如 果 一 

向 其 在 一 个 菇 上 的 三 个 投影 等 于 条， 那么 它 在 相应 的 斧 基 上 的 三 
A4 qgpmEAET OG. Bude pg gu 3:8] EOS EB XE B JE fr RI. 


可 以 得 出 结论 ;: 
主 向 量 为 需 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 它 在 相交 呈 个 共 面 的 三 转 
上 的 投影 同时 每 于 等。 
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1-3 JE., 2226 8'/):E 5B 


DIRE Y — A 2) iS kS RREH. CHER» kA 
段 庆 议 : “ 招 负 衡水 《把 一 根木 料 烧 过 来 平 放 )， 则 村 和 撼 【《 概 那 一 


ZB 
HERT, MAHE LERS CETE' IT 
E1.10 m2r L—EXxEEESX 


LEE OE CHER-3EEKOa. MWEE A 如 上 同 AE 
E), BERT —— Aa e.o. 3Xx& E fg «E" E, RA 
$ 2BWULDE. BARAA, BA AI KA JIAROHUK. YE 
HH, RNE Ani DRT DB 3e 70. MERIK 
对 力矩 作 进 一 步 的 说 明 ， 把 力 给 当 作 一 个 向 量 求 处 理 . 

RAIES PF, 必用 
FM a li.i., ADEX 
MFO ADEA mir 
(0M )3] 7) j6] ik F ff p) fat 
PCH), IIE mod», O 
APAD. 


| ma F) =r x F| 


mir Ud 如 果 不 发 引起 别 的 RAE, 
moG?) 世 可 以 简写 沪 mc, 
力 窟 是 一 人 外 向 是， 与 了 和 天 所 决定 的 平面 相 垂 直 ， 指 向 按 右 手 螺 
旋 法 则 人 确定。 它 的 大 小 是 力 的 大 小 于 IMA O A AENA E 
HER d (EHR HRR. AA 
| rx F| =F «rsin r) =F rsin(z—8) 


is 
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Miji hra AC eee Hib a r 7 


-—Fo.rsinB—F d, 
EibLikgm €Joü*SXo3EJISEU Hkk. dE, JIRE 
把 向 量 mo Hia EEO O &b, (B XAEIZA ERMA RTE. 
力矩 的 量 纲 是 [共度]*[ 力 ] .在 国际 单位 制 151 中 用 牛顿 。 米 
(N«m) gj P JE. d4ji « 3E (EN «m , EEE A fcil p HE Jp 2E (eg m) 
或 克 重 厘米 (geom) 等 。 例 如 解放 牌 汽车 发 动机 的 最 天 BERE DB 
EIAN 。 米 。 
MERHAR JE mo GF). fe fp b t 的 分 量 (投影 )。 
REAREA LGJ k] Sb OO RRE, MA 
FF ait Fyt Fk, 
r=xi+t yit zk, 
按照 向 量 受 积 的 定义 ， 力 人 夭 为 


| i J k 
mo CF) 一 | x s uz 
| Fa Fy F; 
y zZ | z x x y 
一 FE 天 十 kh. 
Fa X Fy Fy Pus Fy 
如 将 mo(l 下 ) 写 成 分 量 形 式 
mo (F) — moi mo, Jp mo, R, (1,112 
y z 
"tog 一 —yPF.—fPFy, 
By du 
E x 
m2 Moy = 一 SF 一 xy (1.12) 
35 4 Oy F, F. 
x y 
Í TH. = — 2 e) F 
E.G. 


考虑 其 中 一 个 分 量 mo, 我 们 注意 到 它 和 于 EMAR £ Ef 
18 
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ET Ee re er rm ta Tr A me i ea- a S nr = -= F 


JÉGGGBu. WIL. fnJGR dE aod Ag 
fo O deae xp x tf ERER- A ^, 
那么 mapu] EAD AE XX T fA GE .12), 
Hy] mo—m,4.. 因此， 我们 可 以 把 这 
是 做 是 力 对 < 轴 的 和 矩 。 即 把 天 对 ox 
d EETA HIE 2 轴 上 的 投影 称 
AF HRE, "ape m. EHER, 
Moz My, Moy -niy H HA J) x 
SARI y fd OH, 

Ti CL.11) 8T ELT Sl] 35 5 O 


REl1.12 voz:-545, 


H95B Er 2354 PB AEG Tab ir Oe AA 


| MoS My it myi tmk, 


HEA H, DI pr RAESTE 158 I8 0x58 AEE Sj E a9 
影 。 要 注意 的 是 力 对 点 的 算是 向 量 ， 而 力 对 轴 的 第 是 标量 ， 
一 般 说 来 ， 力 对 任 考 轴 的 矩 就 是 力 对 这 一 提 上 f£ —F£83 048 
“向量 〉 首 这 根 轴 上 的 投影 。 设 力 下 作用 在 庆 点 ，t 是 任意 一 
根 轴 ， 沿 轴 的 单位 向 量 是 如 ， 那 鼠 取 上 轴 上 任意 点 C ， 就 有 * 


， — — 
m,(F) —mo(F) -P—(CM x F) b—[CM,F,B], 


由 混合 积 的 性 质 可 知 ， 只 有 在 CM, E.P 三 者 两 两 HD Mum 
直 时 ,mi 的 比值 才 等 于 CM xF 的 数值 ， 这 就 是 前 面 所 说 过 的 力 
集 等 于 力 的 大 小 乘 力 葛 的 情形 。 比 如 说 CM y F 都 在 iii be, 
HEARRE (1.19, P REFAH ORAE OE 
营 为 垂直 纸 面 指向 里 的 单位 向 量 , 用 符 REE E 的 
矩 就 等 于 力 的 大 小 下 19 CM 的 乘积 。 

力 对 辅 的 给 是 力 使 物体 绕 这 祖 轴 转动 效应 的 一 种 度量 。 如 果 
力 的 作用 线 和 轴 相 奖 或 者 平行 ， 则 力 对 该 辅 的 年 为 需 ， 即 沪 有 转 
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动 的 效应 。 反 之 ， 为 了 使 力 有 绕 某 一 轴 转 动 的 效应 ， 即 力 对 轩 的 
ACTU TUE, 9UDJDS Pace LOS D THZC HP TP fT. 


t 
C 


图 1.13 HE-HE mi.14 JERRI. JERE 

Eita ABER, 可 点 把 国治 车 它 的 作用 钱 随意 地 移动 而 不 影 
MIAA., KERA, BA F 的 作用 点 EM (图 1.14)， 在 
力 的 作用 线 上 任 选 一 nm Mo HRE BEAR £e 到 M, 点 ， 因 
为 MM, xF-—0, BER 


—— ——» ——— 
OM, x F-(OM-- MM) xF 
— —— — 
—Ó0M x FL MM,xF—OMxF, 


oko — 证 明 ， ARE 9 JE B0 AE 2 E BI 05 TRE HL 7 ZR 
件 是 ， 力 的 作用 线 与 轴 共 而 。 ck oko 


WU de AA (Fo Fuss Fo. X I) fe 用 点 是 M, 
OM-r xMAS—^T44F. HF-AF. AU dM 
点。 于 是 合力 五 对 O d foh 

mo(F) —rxF—rx X F,—SirxEtp, 


Ri mo(F) —2imoG, D. 


GORAIGEN, BUnJ DX DAR E T4 P HAR PUE ROT RE 


Q EG (图 1.19》 将 说 时 这 种 移动 只 在 刚体 上 才 基 多 许 的 . 这 LOI 
mA- 
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和 。 把 这 一 关系 式 投影 到 某 一 轴 上 ， 比 如 并 ox 轴 , 得 到 m, (P) 二 
Em, (Fi). BD 6 5 20 6 Jos e B e T Ae ADSIT fitta S POR 
dn. ixk-—— iEJR SEU 4X HUN (CV arignon, 1654—3722) 定理 。 利 用 它 
BARDEA. mE 1.15(#) 中 ， 我 们 将 一 个 力 下 在 


图 1.15 Wen og ERA EH 


ii À 三 个 方向 分 解 成 为 三 个 分 力 FIBFG,QFQ,—FyQ,j,F,—F,.k, 
三 全力 作用 点 都 在 M A.D Fo x Sai HC TZ DF 
z 加 的 矩 数值 是 DM 与 Fy 数值 的 葬 积 ( 力 臂 乘 以 力 揭 大 小 ) ， 其 
正 负 导 由 转动 指向 决定 : 从 z 转 的 正方 向 向 负 方 向 看 去 , 首 时 针 转 
动 时 为 正 ; 反 之 为 负 (图 1.15 000 。 于 是 得 到 ms (Fp 二 十 Fy x, f 
样 可 得 m,CF,) 一 一 Fzy (注意 负 号 ) 。 故 由 伐 里 农 定理 得 m, (CF) 一 
Fyx 一 Fsy。 这 和 公式 (1.12) 所 得 的 结果 一 致 , 但 更 符合 于 直观 形 
象 。 读者 试用 同样 的 方法 求 出 ma CP) 0 m, GO. 
ERDA P, P- EFEO H, Ekik TERA DMH. 

(Hxc d fe n E24 Jp] d 23 RR 23 4p 9 pig dic fn Pr L8 JE P728] — 86 3 
X hm. IHES IRE Few Fa, KERAS IA M, 
Ma, Ma EEES BIA Fi rets ra. Hide O AHL, t 
咎 力 对 此 秆 心 都 有 一 个 给 如 of mo (下 0) pe, m Fna FEIJE 
出 它们 扔 向 量 和 着 称 之 为 力 系 的 主题， Mik Lo 表示 : 


Lo- B molF)= ZrixFi, (1.135 


一 -Tri IRR T T I LR lin 
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di Lo 和 上 一 闻 所 说 的 志向 量 是 二 Fs 一 起 ， 是 力 系 的 两 个 车 
木 峙 征 量 、 在 学 党 动力 学 到 后 谎 会 清楚 这 隔 个 量 怎 伴 决 定 物体 运 
动 的 变化 规律 (包括 平衡 或 维持 静止)， 

一 个 力 系 的 主 向 量 只 有 一 种 算法 ， 而 主 


FAKTORE. Men ABO dO Gk " 
m A On1.16), Lo Wink AE o: a Æ 
La 一 了 At 有， T; 


一 一 
其 中 ma Fos AM x Fri xFP, 于 是 
— h 
La 一 brx Fish (r,+ 0À)xF, 
l | 一 -多 B i.e £H 
= xF + OAx SFe LES 
日 r 
因为 FOR, BON 
i 


L—. 
Lo=L, + OA xR (1,14) 


只 有 在 两 种 情况 下 Lo 和 上 4 FE ES, Sog Eu R XE, 
AAA XU REI, 使 OA E; R Tf, ERIEDAPE, ETC ISI 
ABS, XBGECPGUPaS. ARTE D RAER, 5j N 
8 — REA, EIE rii A E Cn 


kkk 迪 长 为 4a 的 正三 角形 薄板 ABC 上 有 三 个 力 ， 作 用 点 
分 因为 A,B AC AKAS AB,BC 和 和 CA, 三 个 力 的 大 小 均 
Il. REAREA, 对 A AW 
主 短 和 对 三 角形 中 心 OWE, kkk 

xaxk DE MF: 分别 作用 于 长 
方太 面体 顶点 (图 1.17) AR B Ab, AP 
i F, Dama a d Rof a,b,c 
AEA. KIRKENE, 对口 点 的 主 
ELUI REHEAMEM ARRIR A BAE. ckokok 


HU 
{d 一- 一- 一- ame "Lor 
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em tm emic mem m ml a e arcc qur irn 


14 SAUR 


在 前 两 节 中 已 讲 到 ， 共 点 力 系 的 合力 等 于 它 的 证 向 量 。 根 据 
TEHURGEPR, $ DDSPDABODBUABEREGE JJ R Bü d: B. XX EL E i, 
BREAD R, TERANA — EVE O e H 
个 合力 ) 的 力 系 。 这 两 个 力 系 的 主 向 县 相同 ， 对 于 同一 第 心 的 主 
IHR. 从 对 物体 的 力学 效果 《改变 运动 ， 保 持平 衡 ) kE, d 
点 力 系 和 和 一 个 合力 的 作 用 效果 是 一 样 的 。 如 果 两 个 力 系 对 刚体 
产生 同样 的 力学 效果 (和 运动、 平衡 ARESO, WEAR 效力 
对。 因此 共 点 力 系 和 它 的 会 为 是 等 效力 系 。 下面 我 们 研究 对 任意 
一 个 力 系 能 否 以 更 简单 的 等 效力 系 来 代替 。 

先 考 虚 一 个 由 大 小 扯 同 ， 方 向 相反 ， 共 线 的 两 个 力 下 ,和 
下 ,所 组 成 的 力 系 。 如 果 这 两 个 力作 用 于 同一 个 点 ,那么 可 用 共 点 
力 系 方法 求 出 它们 的 合力 为 需 。 这 两 个 力 对 物体 起 的 作用 训 同 不 

Ji ££ f8] 7J CRDPR SE 22380 — FE, BILE, 


z 如 果 这 两 个 力 的 作 用 点 不 相同 《图 

C 1.189, a ala M, A M, REH 

Æ L- fk d —4- 8X TED RAF Fo 的 作用 
T: 弹 CEDBENGDABEC. d 4Aik G3) 

N Fz 不 等 效 。 所 以 我 们 在 研究 这 个 弹 管 


HH, PREJA Fohe NAR. 
但 是 ， 如 果 所 考虑 的 物体 是 刚体 ， 印 
两 点 同 距 璃 是 不 变 的 ,那么 力 柔 (下,， 
BLIS 力 系 (Fi,Fz》 是 下 与 Fo 对 刚体 的 作用 和 零 力 系 SEX. H 


m e 


Fant ETI, HRA 3 -S Ps EA 
ERA., HERPE EGH JAK AE, ARF 


刚体 。 
在 动力 学 中 将 知道 ， 一 个 列 体 在 惯性 参考 系 中 能 否 保 持 静 上 
状态 ， 即 刚体 上 力 系 是 吉平 衡 ， 取 决 于 作用 在 刚体 上 的 力 系 的 
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主 向 量 称 主 算是 否 为 老 。 我 们 也 还 将 知道 ， 店 直 刚 体 运动 状态 的 
变化 取决 于 力 系 的 主 启 量 和 对 于 刚体 质心 的 主 逢 。 对 于 有 一 个 固 
定点 药 刚 体 来 说 ， 刚 体 葛 运动 状 套 的 变化 以 及 国定 点 处 的 反 力 也 
完全 取决 于 力 条 的 主 南 量 和 对 置 定点 的 主 第 。 本 书 先 讨 座 部 力 
学 ， 后 讨 诊 动 力学 ， 所 已 我 们 就 以 下 面 的 等 效力 有 当世 本 定理 作为 
目前 讨论 的 出 发 点 十 

定理 ”两 个 力 系 畦 效 的 条 件 是 主 向 量 想 等 ， 对 同一 点 的 主 什 
相等 。 

玉 面 根据 这 个 等 救 力 季 基 本 
定理 来 别 明 刚体 甫 力学 中 力 系 葛 
许 允 人 性质 。 中 心 的 问题 是 找到 较 
简单 的 短 效 力 系 来 代替 一 全 已 知 
$5 31 5. 

力 在 刚体 上 的 可 传 社 ， 一 个 
力作 用 于 刚体 上 的 妆 点 (图 
1.19 ,将 这 个 力 摧 它 的 作用 线 移 
动 ， 使 它 揭 作 用 点 移 到 同 一 个 网 
体 上 的 Mi 点 ， 大 保持 其 大 小 和 方向 不 变 , 记 作 FI. mm 
成 一 个 力 又 (只 有 一 个 力 ), 把 下 看 成 另外 一 合力 系 ( 也 只 有 一 个 
力 ) ,这 两 个 力 系 虽然 不 同 ,但 因为 它们 揭 主 向 县 祖 等 ， 对 同一 点 0 
的 主 托 相等 ,所 以 它们 是 等 效力 蒜 。 由 此 可 见 , 作 用 在 刚体 上 的 一 
个 力 ， 沿 车 共 作 用 线 移 动 时 ， 不 会 改变 力 的 作用 效果 ， 好 象 力 可 
以 在 刚体 上 上 传递。 所 点 ， 作 用 在 刚体 上 的 力 的 三 个 要 素 : 天 小 、 
iE RS fu Ku, TARAA., Emend 加 。 仿 后 在 解 刚体 
的 平衡 问题 时 ， 不 必 强 调 力 的 作用 点 ， 闪 昔 把 它 的 大 小 、 作 用 线 

全 从 还 辑 上 说 ， 这 沾 定 理 的 报 据 是 牛顿 定律 ， 只 要 系 认 生 顿 定律 是 普 表 的 力学 


JOB. HT EE ARTER OLMI. 目前 ， 我 们 不 护 招 它 当 未 静 力 学 前 基本 定 


SW. 
T 沿 同一 作用 组 ， 力 可 以 有 两 种 指向 . PRADESH TE ET. 而 指向 
* 可 用 正人 负 号 表示 。 周 任 妃 选 宇 一 个 指向 汶 还 ， 则 反之 为 负 . 


图 1 .19 dip dE 


Zo 


rr 


一 -ar 一 = 加- 一 


和 和 指向 变 竺 清楚 就 可 以 了 、 

Andi —-1- 7) 3&8 40 —71- 20 89 286, ELMEXK I 2025 2058 89-6220. I 
面 豆 六 过 共 点 力 系 与 其 合力 等 效 。 如 果 这 个 人 台 力 为 堆 ， 我 们 就 说 
共 点 力 承 与 需 力 承 等 玖 ,简称 与 堵 等 效 。 一 个 共 点 力 孙 的 合力 ,可 
EIR PATAH Ca ERO Brig, xk mc dH Ui TH 
于 ,了 :天 首尾 相 接 ， 组 成 一 个 开口 的 力 和 多 边 形 (图 1.20)。 
将 下 | 的 起 点 与 下 ,的 终点 相 联 就 得 到 合力 下 。 显 RR. EX 
FF” DEEA F, 的 起 点 与 上 的 终点 相 重 合 (下 二 0)， 即 构 
RAI 73 d 303 E. 


51.20 JAE 图 1.21 iL 2E AG GN GGm 

3038 33 JA bof — 3 PO FE FREEBSD rx, EA IR 
叫做 汇 交 力 对 。 根据 力 的 可 传 性 ， 可 以 把 所 有 的 力 的 作用 点 ， 沿 
著作 用 线 “请 ”到 这 个 汇 交 点 D 处 ( 男 1.31)。 如 果 这 个 汇 交点 
不 在 刚体 办 ,可 以 设想 把 刚体 “ 延 
H” (想象 有 一 个 虚设 的 刚性 架子 
,把 这 点 与 刚体 连 在 ~- 起 )。 这 
kí, i038 JP ARTE ROOU JE 73 PR. 
Blk, IU3E AXE —4 m R, 
其 大 小 和 方向 与 让 向 量 相 同 ， 其 
1E HI ER ER EIC A. 

去 小 相等、 上 向 和 相反、 作用 


Q x 
H1.22 JE, ABA 
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EVO 1$ RBS A 7220 n jr UD UE C3 RR CFS[1, 225 , BB 9d Ea, Fa) 
gm F= -Fa BADRDA Fi tE, 0. qox Om 
EA 1 E" 
Lo,—OM,x F,-tOM,xF, 

— 0M, x FL OM, xF, 

一 (OM, -— OM ,) xF, 

= M,M,x Fo my GF. 
WL, 7148 83:558 558: C2E X. 我 们 把 力 偶 对 任 一 点 的 主 年 如 做 
力 偶 短 ,用 上 (不 必 再 标明 第 心 OO) €. TEIL =M M, x PF. 
二 Fd， 其 中 下 是 和 下; 的 共同 大 小 ， 4 是 两 作用 线 之 回 的 路 
离 。 如 4 二 98， 则 工 二 0。 这 个 力 惕 的 主 向 量 为 带 , 主 拓也 为 车 ,如 | 
ix^4- ARa T. d d0, Wu L 87736 zEu 于 两 个 作用 线 所 
洪 定 的 平面 ， 其 指向 由 右手 规则 确定 。 

2318 C24 483g 2c0 时 不 可 能 与 一 个 力 等 效 。 用 上 度 证 法 证 
EAF: 设 它 与 一 个 不 为 喜 的 力 F 锋 效 ， 取 其 作用 线 上 性 意 点 
Aib, MEAR., BE, BAnHMBBU CES. AAH 
BEBED, BA JRH TEE ANEI RED OX. iX 
Bip ERAT, MEETER. BA, DIRE i M E 
f 3Xc—,. AqAUEEBIBERE— D AIEE — A i e. D19 RI RE 
Gaa R REE MRR, HFA R RR 
说 ， 我 位 大 不 美 心 其 中 每 一 个 力 的 大 水 和 作用 线 的 位 置 ， 只 需要 
$8 HR Ez 6g A BEARES C POR jag xg p 3S sERTERT . Pig. AT 
1E] E- FEE gi Hd 27 4 E pg e D. EHE S Lom e AFE 
ft CRUCERO dA. (E T P] E 22 189 8] EX 4E [6] — 7-8 TAI 
给 便 搬移 ， 也 可 以 共 一 个 平面 搬 到 上 声 一 个 与 之 平行 的 平面 圭 。 只 
grUtRRJBABAGE,. MRR Gm 2310 3555 926: 09 (11.23). 

必须 再 一 次 提醒 ， 我 们 所 说 的 等 北 ， 只 是 对 作用 于 同一 个 风 
体 上 的 不 同 力 系 而 二 的 。 Ae biks ARAIRE T REAT E E fE 
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图 1.23 AP ER IE bay dd 


3. Plán, x4Hd1.24CBÉSSR PESE Hr. An Lou FS IBL SLATE TED PSI 
的 一 个 力 慢 时 ， 双 部 高 麻将 受到 担 烛 ， 如 果 把 这 个 力 惕 平行 地 移 
到 一 中 商 度 处 ， 则 只 有 下 中 段 受 到 插曲 ， 而 上 中 笑 仍 是 平整 的 。 
尽管 这 两 个 力 侦 的 类 是 相 铝 的 ， 恒 效果 (变形 ;不 一 样 . 

l Err d 7) 8 £R r9 238 35 29 23 (8 
3&. JBR 5 —7 DIE. AH 
RAPERA, JIRA EHM 
黎 于 力 系 中 各 个 力 侦 矩 的 向 量 和 ， 称 
À»*274A8kB. (kd BEEE E 
EFE BD AB SOT OCA DR 
Ag) Hof 7148. ptg JR DR e EC, 
总 之 ， 从 上 上 述 讨 论 可 见 ， 一 个 力 货 和 
—^4 3) — FERE REIR 8097138. X 
法 再 化 简 GRSE 555 5800. 


一 个 与 走 力 系 等 效 的 力 系 叫做 在 
es NDR. 3€ 23& 6 EV HR EL AR 
AEKA 是 需 。 就 是 说 ， 如 果 一 个 力 系 主 向 量 


AR, TEARD, MERSE H GA SB OxXk. HU OX) B fp 5. 

Q cime mu, AAA (1.140 HARTERA B0 dE 58 d$ JE 48 25 03 . ER UG FL 
EH HL AERE, MAERA EER. FUEREN gR A P XJ 35 — 
[ES der 
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Jk 88 ab 83 UL Dk ZE PREISE d RR IHE REP 能 艇 继续 保持 静止 状 
zs. 显然， xi — Jo 38cm —- 41728 B8 20 38 30-2» — 17 7P 88 717 
JG. Sü5ESECTOOKRS 7135. Ed 2t 8 mE t ob 7E di 70 CET 71 A9 
FARMERT UAE He FE fA, 

niri Jtr m) aT ETE, BI 4E FB TE RU fs E fr 20 REPE FR EXE RT ER 
随意 滑动 。 自然 要 问 ， 作 用 在 刚体 上 的 力 ， 作用 线 是 不 是 可 以 平 
行 地 据 动 一 下 ? 如 果 可 以 的 话 ， 我 们 不 是 可 以 将 任意 力 系 通过 
* 撒 来 搬 去 ， 滑 来 滑 去 ” 的 办 法 都 简化 成 一 个 共 点 力 系 ， 然 后 再 
合成 一 个 合力 吗 ? 可 异国 等 是 否定 的 。 必 须 牢 记 ， “请 来 得 去 "是 
aai “REHE” HTT! 我 们 来 看 一 看 平行 地 搬 动 一 个 力 
的 作用 钱 以 后 ， (nS DET 设 有 一 力 下 ， 作 用 A a MA 
1.25) 我 们 想 把 它 搬 到 M AE, TAE M, 处 加 上 一 对 相互 平 
fund F A Fa iE Fiq Fa 都 与 下 平行 , 且 大 小 都 相等 。 新 的 
力 系 由 三 个 力 绝 成 ， 它 与 原来 的 力 系 等 用。 FHE 2J RERA 


F F 


者 1.25 IIR eR HEE 


RBRRTOADGRIURn FA F: RH 5 作用 在 M, 点 的 力 下 1。 
这 就是 说 ， 要 搬 动 一 下 力 的 作用 线 ， 少 须 加 一 个 力 俩 ， 才能 前 后 
等 效 。 


kkk 在 全 么 情况 下 一 个 力 和 一 个 力 惕 可 以 合成 一 个 合力 ? 
(提示 ， EAEI JIa m FERB) k k k 


1-5 dime 
XLPAEE— da BH nAIRE FaFa), 我 们 已 
29 
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£$ ci EB dk] d fro AE Sx Bv RB. And qe dr] E EOD HC TE E 
RAO, W-pgE RIP. pO AEA Lo-—XrxFi;, 
其 中 ri; EI Fi 的 作用 点 的 向 径 ( 国 1.26)。 对 于 上 壕 力 系 ， 我 们 
剖 可 以 用 一 全 等 效力 系 求 代替 它 ， 这 个 新 的 力 湖 出 一 个 作用 在 吕 
点 的 力 和 一 个 力 偶 构成。 这 个 力 的 天 小 和 方向 与 主 庙 量 FR 相同 ， 
ZT URHE Lo. ARH RIIHEN RE Fr s 


f^ 
ava 


一 A 


翻 1.28  — 303 ELAE— HOS B n ER 


Fo LO Hosp, itr T jeje. O Ex Ur fe 32 o MET rib. zn 3e 
们 以 另 一 点 4 为 化 简 中 心 , 则 在 新 的 等 效力 系 中 ,作用 在 4 点 的 力 
的 天 小 和 方向 仍然 与 二 向 量 RR 相同， 但 力 偶 不 同 了 , 它 的 矩 等 于 
JRH AAWE La (图 1.26) ,对 于 不 同化 简 中 心 的 主 红 Lo fu 
L, RSS EH ON CL. 14) Zr Hi, 

我 们 看 到 ， 当 一 个 力 邓 给 定 以 后 ， 它 的 主 向 量 就 唯一 确定 
了 ， 不 会 因为 化 筒 中心 的 不 同 而 有 所 变化 。 所 以 主 向 量 基 力 系 化 
简 过 程 中 的 一 个 不 变量 。 主 第 就 漫 有 这 样 的 考 质 ， 它 将 随 着 化 简 
中 心 的 不 同 而 变化 。 但 是 ， 主 向 是 和 和 主 第 的 点 积 却 是 另 一 个 不 变 
量 ， 它 林 随 化 简 中 心 的 不 同 而 变化 。 这 是 因为 

Lo :R=(Lit OA xR) - R-SL,- R, 


我 们 把 这 个 工 ， 员 二 的 证 心 可 到 是 任意 一 点 ) 吓 做 第 二 不 变量 ,而 
把 六 叫 谷 第 一 不 变量 。 当然 ， 如 果 第 一 不 变 攻 为 项， 即 R=0, 
则 第 二 不 变量 将 随 之 为 需 ， 即 是 .上 一 0。 但 是 , 第 二 不 变量 为 堵 
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I, d pue EU. £ alia HAT: 

() RR 二 0， 且 对 某 一 化 简 中 心 O 的 主 矩 Lo 二 0。 于 是 这 个 
力 孚 与 器 力 有 等 效 ， 这 是 一 个 平衡 力 采 ， 

(2) 中 一 0， 术 Lo 夺 0。 于 是 由 式 (1.14)， 对 任意 化 简 中 心 友 
HEE Licio Xk^R) AG 2MBAEAY Lo BHRT, 
zi, TRARA DB. Xk4- 2B UE EC 7218. 

(3) R3, mi Lo 二 0 DEPUTEE OR —T 
Jg F-R, 8nJi Ee Ho. ox T Aude. 

(4) R20, Loz, [B R.L4—0, HI R 与 Lo HH 3E IR, 
xk up DAE —^4- defino 4， 使 力 采 对 于 新 的 化 简 中 心 六 的 
主 红 上 4 一 0 。 于 是 力 柔 合成 为 一 个 力 下 。 这 个 合力 经 过 全 点 ;上 且 
二 民 ( 图 1.27)。 读 普 试 证 明 ， 

OA—RxLj/R? (1.15) 

以 上 我 们 看 到 ， 在 第 二 不 变量 等 于 需 时 ， 力 系 简化 的 结 容 只 
有 三 种 可 能 ， 才 、 侣 力 和 合力 昼 。 在 第 二 不 变量 不 等 本 要 时 ， 一 
个 力 系 肯定 不 能 合成 为 以 上 三 种 情况 中 的 一 种 ， 因为 这 三 种 情况 
HASRETE, TERIERA AAH. 

(5) R-«Loc0, REIRA o O AEH Lo 
Ar Rcum4pTE ER SUE L mE E T Rc B Los 


{4 


二 


P 


图 1.27 Rat, Last, 但 El1.28 Æ Lo mW LAM Lon, Ñ 
R - Lo=0 的 情况 FEP, Wi La -O 


$i 


ET 


1,23). i 


L* —pR, (1.16) 
PRSEERÉ IE KOBE, UIR 
R.-L 
P=— Ez. (1.17) 


BRL. p 以 及 上 * 都 完 双 由 第 一 和 第 二 不 变量 确定 , 因而 不 随 佬 篇 
中 心 的 不 同 而 变化 。 和 情况 人 4) 中 — 样 ， 我 们 可 成 选取 这 样 的 化 
EHDA, 使 得 | 

— 

OA=Rx Lon/R?= Rx Lo/R?, 


TUAE. JIGRPAGREMB L HEADE L..—0. AR, fone) 
J RHBLSI- S D-i ABS DF 的 作用 点 在 站点 , Jom 
Zim 5x RB), 518557 Bip L*, d: iJ crt E 
fr. xp JJ BILE 3E NE (1.290. 3X: O16) riff p "ir (i 22 E Hs 
3X. Witi, OMCTÓAS DÓURGEGECOYOOO ER HX. BeH DILE 
fpi —DREEC. (Ed MUR. DATED GEILE IEEE K 
TJERA Ti BER m 8g m xL. 

DAPET DAEA ULL Geh R8, MERIR 569 4 
3f HD d ETE 4M (OH1.30 部 有 


M 
I T 
le o y 
R-L>0 R:L«O 
Hji.29 SUME EE Bi1.380 Pèt 


Q) ZUHRAERH UDOEWPTORISZE. GET. AARGH AF MA 251.14. 
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La-L*-nR, 

[Bra O.12D,; 

Lyj-—L,yTrxXR, 

一 一 人 

Hh r MARAI. r= OM, ik 

L,—rxHR-—pR., 
4E Ebo EG RGK. CBuR uibs Oegscn Aon. CE 

Lo,— (gR,—zRy) — Loy— (GR, —xEQ 
Ry = Ry 
= C1.18) 


kkk ” 设 第 二 不 变量 不 为 零 ， 还 明 对 中 心 轴 上 点 六 的 主 征 大 
小 总 是 小 于 不 在 中 心 轴 上 的 点 的 主 矩 ， 盈 上 * 二 min 上 。 米 六 六 


我 们 把 以 上 讨论 的 一 般 力 邓 简 化 的 五 种 情况 归纳 为 下 表 ， 


Ei d3* RO 


(1) ; (8) 
23 GEH | 各 成 为 缀 过 化 向 中 心口 点 药 间 为 可 


i2) | (4) | © 
全 六 成 一 力 柄 ， (ReLo-0, 人 台 成 为 一 | R-L30, MERA 
t E | EDEN Lo | E F-R. 共 作 用 线 | JRE (或 见 上 页 


Ao. XPTTEX UG. d up Ex RR HC 20r 72 ER, 或 
者 合成 为 一 个 合力 或 一 全 合 力 情 ， 或 者 平衡 。 下 面 我 们 举 两 个 例 
予 一 一 简单 的 平衡 条 件 和 平行 力 系 中 心 。 

两 力 平衡 和 三 力 平衡 的 条 件 ” 力 系 平 衡 的 一 般 条 件 是 以 某 一 
A Ooh fibi. R-—0. Lo-cO. 。 恕 果 平 衡 力 秒 中 只 有 两 个 
力 ， 则 由 主 向 量 趴 一 0。 要求 两 个 力 大 小 棚 等 ， 方 向 相反 。 由 E 
&g 工 o 一 0， 要求 两 个 力 的 作用 线 相 同 。 所 以 两 力 平 衡 的 条 件 是 两 

33 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


力 相 等 、 反 疝 、 江 线 。 如 果 平 衡 力 系 中 有 三 个 力 ， 可 以 证 明 《〈 见 
习题 1.13)， 如 涯 力 平 衡 ， 则 三 力作 用 线 一 定 共 面 。 我 们 簿 不 党 
EZA DEKET mR h AAA Dh tE JH k +H 
X6. HENA rD EAA A ERRE MFE 
力 或 者 兴 面 平行 ， 或 者 共 面 汇 交 。 35401252] AH IE ARHAN 
个 力 下 ,和 五 。 沿 作用 线 滑 到 相交 点 D， 然 后 将 下: 和 开 * 合 成 一 

个 过 口 点 的 合力 下 (图 


上 1.31) 。 新 的 等 效力 系 RA 
o F. B3) Fus F., WHEA 
T -—— 平衡 条 件 ， 它 们 的 作用 线 必 
(fni " MAAR, Ale F, 必 须 经 过 
= *' AF 0 点 。 所 以 ， 不 平行 的 三 个 
£ 


DHR IE CBE E Pop 
要 且 这 分 荣 件 是 ， ZJ 
图 1.81 三 力 平 竺 条件 日 F, Fa, F, 能 首尾 相 接 组 
成 一 个 封闭 的 三 角形 《这 中 
TEDAP), ET 三 力 平 衡 条 件 ( 共 中 两 个 力 不 平 行 ) 在 解决 于 
Wg A M A 
Jh Ei 25 AZ B7B 18i 70 5E E DU M EE, 
FFH B0 eb ”作用 线 鄙 相互 平行 的 力 所 组 成 的 力 柔 由 做 
FELA. TRE, BECIKE zh. FEDRE 
向 量 RR, k, m ROOF. DO ARAR r X E E E 
于 z 轴 ， 因 和 击 Lo EAF? 5 KAOTER R Lo MAR. Br 
LEH JABIER JEUX y A DA DR, 
现在 我 们 详细 分 析 平 行 力 系 有 dg85 E UL HP RÆ mud 
iR. ig—^- JJ 7& ra PE Ie a 0722 F, 和 天 组 成 。 9 力 分 EL 
t A HB OHIS2. 我 们 在 AB A EGETE— m C FEDES 
LESE. 10 €3 PEPIE TOESERADR SEE REGIE 大 小 为 圭一 
F,d, 一 Feds 。 我 们 适当 地 选择 C 的 位 置 gs L—0. Hpi o HERR 
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F,.ÀC-F,.. 5。 那 么 ， 力 系 就 与 经 过 C 点 的 一 个 力 等 将 。 这 
力 就 是 合力 FF 二 Fi 十 Fs。 XxX— fi 
ibA AME BENE CB BLA E 
的 。 设 有 一 小 棍 (重量 和 不计 ， P 
头 分 别 固 定 壮 重量 不 同 的 重 物 ， 
就 相当 于 在 看 和 BB 两 点 作用 有 蕉 
直 向 下 的 重力 (地 心 引 为 ;， 这 两 
个 力 可 己 在 棍 中 间 某 一 点 合成 一 
423). RAAZ — m S 
—-3kgE A ERA A, JEt AF 
HEREZ gu. Wai ERE pi.s2 PFARA N 
Er, SEITDE R r E AE APA Ua 

XT mW EU DR Ro REA KTIPBE 
lor P HE 301859 P DEM 4e JURA JOBS (ERES. XXE ITE REX 
所 经 过 的 G 点 将 落 在 AB 的 外 侧 。 

megy FIF. 各 转 过 一 个 角 订 成 为 下 ,Fas， 但 大兴 仿 不 变 ， 
有 F,—F,. HBW f m (el.32 则 不 难看 六 ， 
合力 F' 二 Fi 十 Fs 仍然 经 过 已 点 。 作 用 点 固定 、 大 小 固定 的 两 个 
同 向 求 行 力 ， 在 其 方 庙 任意 变 动 时 ， 兴 合力 必定 经 过 的 这 全 CC 
A. BESTE dT DB PD. 


THRIATH C 
AWE m. MEAR Of, 
i.k] (图 1.33) 。 向 径 r-OoA, 
向 乱 rs 一 口 日 ， 分 唱 可 以 裘 成 


r= xi d yo k, 


Ta = Xit yaJ t zh. 


设 C 点 的 向 径 ro—=Xcit ycj+ 
zck, TEACHA MEA Leche. $885 


图 1.3$ 平行 为 的 中 心 
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i cod e- 


一 一 — 
Lo,—CAÀxF,c-CBxF,—0., 


—À» —— 
BjXpCA-cr,—rco, CB args ro, [CA EX 
re X (GF, p FD) =r xE trx E, 
[xA F.A PF. 的 方向 用 单位 向 量 P Xn. M EARRA 
ro X GF, FI — rn xE PrF, 
但 有 是 任意 的 ， 所 以 要 以 上 等 式 成 立 ， 必 须 有 
(Fit Ep re> Fitrit Fira 
BHC RERAN 


Fr,4 Fr, 
fc FF, * (1.18) 


其 中 Fin F: d FGn £j... 
HX GL 190 $3 H1 C. prr 4 Bg os 


Fix, Foxs 
Xe — F+ " 3 
FU 4 Fu 
Yg = FRE, ， (1.20) 
o Fc Fan 
“e= FEQ 


在 一 般 的 情况 中 ， 对 于 由 站 个 力 组 成 的 同 向 平行 力 系 Fa 
Foe, Fo CRED” EE AAAA Xo ri, ra. 75, 
rn J&(LIEDELBE MOBZHbPXSOGO.IID, Jd Bay DERGE. A 
183 — ^ dj F—XF; TERE DEA Ar o xA 
Spuky Ateb. CABK 

ro, | (1.212 

中 上 的 讨论 都 是 就 同 向 的 平行 万 系 而 言 的 。 关 实 式 (1L.217 乌 
适用 于 求 一 般 的 不 同 向 的 平行 方 柔 的 中 心 ， 即 力 秒 中 有 些 力 本 以 
与 其 祭 的 力 指 疝 相 友 。 我 们 只 要 耻 定 站 为 平行 力 系 的 正 向 单位 
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[EE mE F L, 这 时 Bt 是 共有 正 民 或 负 呈 的 代数 量 ， 人 公式 
(1.21) 仍 然 可 以 合用。 但 是 必须 注意 ， 要 求 分 BR B2PFIO0. 如 
SEF =i., WERE R=0, FREAD RTTE H, MER 也 


Ado". 
由 式 (1.21) 可 得 出 平行 力 系 中 心 避 点 的 坐标 式 ， 
F Fs: i 
xe ERES ye=- E noA 2 (1,22) 


由 平行 态 汪 的 合成 我 们 引出 一 个 重要 的 概念 ， 这 就 是 重心 。 

很 如 将 一 个 刚体 分 成 许多 基本 的 单元 ， 每 一 个 单元 上 者 受 到 
重力 的 作用 ， 这 许多 力 组 成 一 个 辣 向 下 行 力 系 了 。 这 个 平行 力 系 
的 合力 总 是 经 过 一 点 C， 不 诊 重 力 相 允 于 了 刚体 是 侍 乞 方 珂 《区 过 
来 说 ， 不 论 刚 体 相 对 于 地 面 取 什 
4H). EDERA FIT D AE 
fro rco HARER AI 260. ARIE E 
效力 邓 的 构 仿 ， 整 个 刚体 世 受 的 
重力 ， 好 象 至 部 都 集中 在 这 一 点 
ds 

物体 每 个 单元 《图 1.34》 BT 
受 的 重力 是 ogáV, Ae oodd 


Hag ds HE, 9 XE 71i HERE, 图 1-34 Eù 
AV 是 单元 体积 。 根 据 式 (1.21)， 重 心 0 的 向 径 应 为 
»1pgAV r) 


Jc 7783 (ogAV,) * 


当 物 位 体积 不 天 时 ，9 可 被 认为 是 常量 ， 可 以 消去 。 当 我 们 把 物 
体 的 小 单元 分 制 得 无限 小 时 ， 上 式 中 的 求 和 号 应 该 换 成 对 整个 畅 
体 体 积 的 求 积分 号 ， 得 出 


(D 在 刚体 的 尽 二 与 地 球 坦 比较 足 邱 小 时 ， 了 可 只 试 为 地 面 是 平面 。 每 个 单 元 的 重 
Auer. Aou x LEA. 


af 
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[ orav 
pm (1.235 


| pdV 
LS 


AREER GEEA Jupo ALS E. FAAP GNI. AE 


f rdV | say 
a (1,245 


其 中 Y 是 物体 的 体积 。 击 此 看 出 , 29 1o D Hoo B GEI S e HR 
体 的 几何 形状 所 决定 。 粗 应 的 从 标 式 为 
xe v.e .-—. (1.25) 


在 实际 计算 物体 重心 的 位 置 时 着 不 需要 幅 攻 都 去 动用 这 些 公 


了 式 ， 往 往 可 到 利用 物体 的 对 称 性 及 其 
Ta 
T: 
T5 | 


他 一 些 计 算 技 巧 ， 例 如 分 部 法 和 人 负 质 
量 法 等 ,这 要 通过 一 些 练习 才能 学 和 到。 

例 1.1 每 边 长 4a 的 均 与 正方 形 

PER EE: — Hl, dep RR 28 a, 位 置 如 
dA 图 1.35 所 示 。 求 余下 部 分 的 重心 位 置 。 
逢 ”出 对 称 性 可 知 , 重心 C 一 定 


NN 


77 


ZA 


Xr x FAE, HI 
: Jc —0, 
c Jg 我 们 只 需求 xo WEHIY (厚度 、 
4! 3E HEXE3g 4D, BEL ASOO.25) npa 3g 
A, 
AC ed t 


图 1.35 和 负 质 量 法 求 重 心 位 置 Hp A EEE., E A EEE 
A,—18«. 我 们 拒 加 的 面积 当 作 “A” mE, Bp 
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A= qma. 
于 是 o Axi T xs 
noS ARA, 
其 中 xi 和 xs 分 别 是 A.U A. Ry Rb be. XX HD ox,—0, Xa 二 十 
(注意 x. HIET 50. Ak 


16a? « 0+ ( — 7a?) (+a) 
16a? (—a?) 


Xpo-— 


= d 0.244a, | 
一 16—-zx ne 


T-6 Sp AAT 5f E RS 0] RE 


ARA TE 7E 089 73 REHEAT FREM RARD, mR 
48:38 T HRE fii S A8 PE. PTEMA — Me i SR UG, EJLA R9 PIE LA 
了 刚体 静 力 党 的 主要 部 分 。 但 是 ,在 解决 具体 的 问题 时 ,首先 要 于 
清楚 哪些 力 在 我 们 所 考 虚 的 力 承 之 办， 即 弄 清楚 作用 在 物体 环 有 
哪些 力 ， 这 叫做 受 为 分 析 。 受 力 分 析 的 第 一 步 就 是 要 确定 分 析 的 
对 象 。 实 际 问 题 中 普 是 有 好 几 个 物体 相互 联系 在 一 起 ， 必 须 朋 砚 

哪 一 个 或 哪 一 部 分 是 你 分 析 的 对 人 象 。 基 次 可 以 作 一 个 万 力图 《有 
RAAE EED, aliq ARER OAA op AR da. UP (RAE 
体 .自由 体 ) ， 以 及 所 有 作用 于 它 的 力 。 JERAT EZ ERIH H. 
作用 ， 每 画 一 个 力 ， 一 定 要 明确 它 是 哪 一 个 物体 作用 在 分 析 对 象 
上 的 力 ， 这 样 寺 不致 于 把 “无 中 生 有 ”的 力 画 在 受 力 图 上 上。 第 见 
的 力 有 两 种 ， 超 距 虎 的 办 《重力 ， 电 磁力 》 和 由 接触 而 引起 的 
Jj 8。 在 梁 有 电磁 力作 用 时 (本 课程 大 多 数 问 题 不 考虑 电磁 力 )， 
除了 重力 即 地 球 的 引力 以 外 ， 只 要 考 虚 与 这 个 对 象 相 接触 的 ma 
体 对 于 它 的 作用 力 。 

O 胡 目 只 是 受 平 衙 力 系 作用 的 刚体 冯 动 的 一 种 可 能 情况 ， 一 般 的 运动 情况 见 第 
LE. 在 这 一 章 里 只 考 虚 表 止 物体 受 平衡 力 系 作用 的 问题 ， 痢 称 平衡 问题 . 


全 ”这 里 的 接触 力荐 一 社内 观 的 说 法 .从 POL UE DERI JE ZR ak IP 27 (RIA fer ER 
KERA, RETHA A aE. 
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4E SE JB uni HA EA Fer GFE TS E e i D, 41, REUS Il 70, 
nf EATUR So ER Hip. EAA "BR Bu A. mEt 
ERER MA kM EA pR” AAR AEEA PEG 
解 未 知 有 量 了 。 

EIE B2 BERE, TETEGEEHTEJH 刁 丈 作用 的 关系 ， 两 个 物 
体 之 间 的 作用 力 与 反作用 力 大 小 相等 ， 方 向 相反 ， 且 共 线 由 。 应 
读 注 意 , 作 用 力 与 反作用 力 总 是 分 别 作 用 在 两 个 物体 上 的 .四 对 己 
的 作用 力 ， 作 用 在 已 上 ， 它 的 反作用 是 己 对 甲 的 作用 力 ， 炸 用 在 
P 上 E。 丰 雪 把 作用 与 反作用 和 作用 在 同 一 物体 上 的 两 力 盏 衡 洪 为 
一 浅 ， 说 什 系 “作用 力 与 反作用 力 太 小 相 锻 ， 方 向 相克 ,所以 互 
Jue; 《或 说 互相 平衡 Y”"， 这 是 鲁 误 的 。 

例 1.2 3& W HARKER Ho cdi b. Jt HR Br EC BN 
心 ( 留 1.36(a)) ,已 知 & p B, 求 强 的 拉力 及 e] TSCSEREIBIBE HS 27. 


UTE raum s irem on 
remains MOTA Tmn. mman aeee — mecs TETT: ee m m 


图 1.36  sEÉdGQS F 


解 BRER HAR, mH EHE E.) ERE 
4 JBfEH FERRIT CAKA, XP Bg xd 
AN OHESEECT BED, f5 EpArWuym Jj; W, ESRAR A 
CHARER FEM TESI DO. XXe 73 3629 — 7 2 6 72 
系 , 应 用 三 力 平 衡 条 件 , 三 力 应 组 成 封闭 的 力 三 角形 GHi.36(e), 


O EH BSIIEHDES AGE. HE HSEEE. 我 们 X EEE AR FUEL ME WU Dn LL 
[x 18: M 


4Q 


in di -LH P Ed um a aM ML MEM 1 
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TEE J)— fOECRGRGR JEN. EO HTAR RAR 
Abh AZERIA A., HRE E t, a AH, 
W sin B W sinc 


N —Mdin (a-E B) ' T— meth" 


ux Ep xci ie; E AS ST EREA om REED RRBO CER ON in c fE 
用 力 ， 天 小 与 NN flou B5. VrpsEgE T eb BPiB m P Ga M 4H 
反 ) .| 

这 个 简单 例子 说 明 ,求解 平衡 问题 的 步 驴 大体 基 :明确 对 人 象 ; 
受 力 分 析 ， 画 受 力图 ， 利用 平衡 条 件 列 万 程 : 数学 运算 求 未 知 
量 ; 特 数 学 运算 的 结果 ， 回 到 力学 对 象 上 如 以 说 明 ， 作 出 答案 ， 
nn 锋 等 。 在 这 个 例子 中 ， 未 知 轧 有 两 个 ， 即 克 和 T (38977 ni 
是 已 知 的) ， 简 用 平衡 条 件 可 以 把 它们 解 出 来 。 

研 演 对象 《质点 、 刚 体 )》 的 室 间 位 置 所 受到 的 其 他 物体 的 限 
制 称 汶 约 素 。 上 比如 上 例 中 的 绳子 和 光滑 妊 和 面部 给 对象 D 一 定 的 
纪 束 。 绚 束 物 体 与 被 约束 物体 之 同 通 过 接触 点 相 三 作用 有 力 ， 我 
们 把 加 在 被 约束 物体 上 的 这 种 作用 力 叶 做 的 东 力 ， 有 时 世 叫 做 的 
东 反 为 或 反 力 。 

作用 在 一 全 物体 上 的 外 力 。， 如 果 它 的 大 小 和 方向 与 约束 无 
关 ， 则 称 汶 和 主动 力 。 约 束 力 与 主动 力 在 性 质 上 有 根本 的 差别 。 一 
般 地 ， 当 主动 力 不 存 在 (或 等 于 零 ) 时 ， 则 相应 的 约束 力也 不 存在 
(或 等 于 需 )， 但 区 过 来 就 不 一 定 。 这 就 是 说 约束 力 是 依 下 于 主动 
力 的 ， 它 带 有 被 动 的 性 质 ， 但 是 我 们 通常 芋 不 使 用 被动 力 这 一 名 
称 。 例 如 在 例 1.2 中 ,重力 凡是 主动 力 ， 继 于 的 张力 下 和 斜面 的 
支持 力克 是 约束 力 。 

药 东 是 通过 给 予 对 象 一 个 约束 力 的 方式 实现 限制 的 。 在 处 理 
受 约 东 对 象 的 平衡 问题 时 ， 我 们 往往 要 用 到 解除 约 东 原理 。 

REHAR 当 芍 束 被 人 为 地 解除 时 ， 即 人 为 地 撤去 约束 
咎 时 ， 必 须 在 接触 点 上 用 一 个 适当 的 约束 力 来 代 祥 。 

其 实在 鲍 1.2 中 我 们 已 经 使 用 了 这 一 原 谓 。 当 我 1 撤去 绳子 
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人 rr 


|f. ARCHI CT nik) T Ra. SRNR E 妖 面 时 ， 就 用 笠 面 
Xp ens 348 3j NOE SE OIL BRIT. 36 (O0, 

Te I, tg £^] EANAIR AEM AT: 

1.9858 Ethni e BIEMME. CE 
Baiia aD AR AAE d E i RARER 
出 ) 。 

2.3694 . 的 约束 面 ”物体 受 一 个 兴 请 约束 MRA UEI 
pi 5 LA 24g 5 Ft n, ie 3E 
HE ED LE H1 4E SE TEE 
jh, EI A TT Ah AS 
共同 法 线 方 向。 这 个 力 内 
能 是 压力 ， 所 以 指 亲 物体 
的 两 部 (图 1.37),; 它 有 一 个 

Eir SEND 未 知 量 ， 就 是 力 的 大 小 。 

光滑 边 链 是 使 物体 上 一 志保 持 不 动 的 一 种 约 吕 。 它 对 物体 的 
EA fekHESEEIEEI EU Bu CERRAR ERO 81.38), E 
力 的 夫 小 和 方向 静 是 未 知 量 。 在 平面 情况 由 做 柱 贸 链 ， 有 两 个 未 


H S Ed 
图 1.38 较 链 约束 


知音 。 这 两 个 未 知 量 可 取 成 肥力 的 大 小 六 及 其 与 水 平 线 的 并 


(^ mE gusti, BEEREN ID EH f 1o de mp LAE d] — ER ERE 
MEN. 
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fj190, ERRERA JEN Pubs, GxN.IdN, dE 
zx pj gL RESE d -d-chRAnAE. 

S.XETT EERROR EENE Ri. BRuU-—i3m 
A RitERI ERES MSIE. Bih P RE 链 与 物体 相连 《图 
1.39). 


物体 Fa Li 

N B ， B Na B Na 
AE I 

ATE oan Ma A 

LL WT ^ A A 

(a) ch) catha (QA 


图 1.38 ETT AB 


HRA £P mBEXEOCHEÉU. mA ARRETA 362. 
TRE 70 Fe dE AnpEI1.38(bo Bpzg. IN Rn NS Sx EXE Se BET d RO 
过 标的 力 。 它 们 分 别 经 过 召 和 4。 连 杆 共 受 两 力作 用 ,和 处 了 丁 平 
衔 状 态 。 由 两 力 平 衡 条 件 , 必 有 上 “一 一 点 *。 可 能 出 现 图 1.39(c) 
这 种 情 襄 ， 此 时 轩 受 接力 ;也 可 能 出 现 图 1.39 (dd) 这 种 情况 ;此 时 
HEED., SRÍICIBDSEPE GER AEGEGTXPES HR Bu E Na, duos E 
N, 的 度 作 用 力 ， 它 应 让 与 次 s 一 样 沿 连 村 AB 的 方向 。 当 N.H 
向 物体 内 部 时 表明 连 标 “ 礁 ”物体 (此 时 连 轩 本 身受 压 )。 吧 之 ， 
固定 拉 物体 (此 时 连 杆 本 身受 抗 )。 湖 底 是 “ 推 2” xnl" 4e". Wd 
区 假设 一 种 情况 ， 再 根据 焉 衡 条 什 解 出 结果 。 正 的 结果 说 明 慨 设 
是 对 的 ， 负 的 则 相反。 

4. 浪 子 ” 沪 子 的 结构 示意 图 如 图 1,40 Bron. ITO v Bd 
肥力 作用 线 沿 支承 面 的 法 线 。 因 此 ， 它 等 价 于 会 可 于 支 瑟 面 的 一 
极 连 杆 。 图 中 国 简 是 了 示意 图 ， 实 际 的 构造 可 以 防止 物体 和 支承 面 
HAUR HMA BLIE, Ae 


i3 


p ama | de ee 


图 1,40 WTHR 


例 1.5 半径 为 六 的 中 
XKJE mAai 4) A TE T 
ABO 1.4D, TE K 20 GE 


2RI4 Y Ea ， 且 为 光滑 


iE. REFF i t hy iN 
fa, 

HRO BERTAHR, 
EEDA. dE Adm, Bex) 
CHRR Nose Cg 
mi, MAp AO, dE HRüià DOO TRO — EHA mSEDCTAB; 
TEXTS NOD CAR CAB fy iB EO —HEUW,zEIRTRUT. BN, 
Q,W — Jj —- 7E 08 218. RUE — JP (ig d db. — 71 o 
Ep., BR W 的 作用 线 必须 经 过 入 和 他 的 变 点 2。 于 是 由 
几何 关系 就 可 以 求 出 a， 


因为 ADE 是 丁 角 ， 所 以 一 定 在 圆周 上 ， 即 A4E 二 2R。 因 
OAD 二 ODA- 一 4a， 所 以 1: cosa — ÀAF—2R cos 2a, H Ji fi 


得 NEC a ao 
amaso cos | C) + |. 


BHii.41 YA aat 
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经 过 一 系列 数学 运算 以 后 ， 得 到 了 结果 ,一般 说 来 ， 还 不 能 
说 解 岗 性 务 已 经 下 部 完成 了 ， 因 为 我 们 解 的 起 力学 问题 ， 而 不 是 
数学 向 题 。 还 应 恋 把 数学 的 运算 结果 回 到 力学 问题 中 加 以 讨论 。 

dE a 的 表达 式 中 ， 根 号 外 的 正 负 号 应 读 怎 样 取 ? 由 图 1 .41 可 
"EH MZDE (为 入 么 ? )。 过 个 量 不 能 太 大 ， 必 须 UAR 
C53 fi zT ) 1 同时 二 又 不 能 太 小 ， 33 JA Æ 1.41 PT An, GMA 
AD« AB (gir Z.? 2,Bl 2R cos in 将 ces a 的 表达 式 代 大 ， 即 


gi nac, 侣 起 来 必须 有 条 件 了 ER<Ii<2R。 上 1 


HE 杭 揽 是 工程 中 常用 的 一 I 
jeg EPARBRUXT, EERW AB 来 苞 受 力图。 通常 我 们 不 


图 1.42 di a 
ZEAE, HARE AB Hie MWA EX REMITE T in A 
fuBAEbuEXREGE,. MBIZI D (如 载荷 ) FUE S SS E. A 此 ， 
AB REBA DAHER HI S54。 和 Ssa。 它 们 的 作用 线 分 别 经 过 
六 点 和 B 点 (由 于 铵 链 是 光滑 的 ) 。 如 果 析 架 整 体 ( 如 桥 染 ， 屋 架 ) 
处 于 静止 状态 ， 那 么 AB 杆 所 受到 的 力 凶 应 平衡 。 因 此 AB 杆 就 
是 以 前 角 分 析 过 的 连 秆 ， 即 Sl. 和 5s 的 作用 线 都 沿 AB RD. HL 
Ss 二 一 人 54。 再 取 一 个 节点 作 受 力图 ， 它 受 的 力 有 两 类 ,一 是 外 
其 的 载荷 P, EAD (RAER HrdSEGEeO4E BOR 说 的 }， 另 
外 就 是 各 个 杆 对 节点 的 力 , 这 是 内 力 。 上 比如 及 日 杆 对 节点 及 的 作 
用 力 Sas， 它 与 刚才 所 说 的 力 Si. EEA DRUEN DEIR A. 
所 以 有 Sas 二 一 S$S4s。 在 一 个 节点 处 有 几 根 杆 与 它 相 进 结 ， 就 有 
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JL^- xk EA D. ARER, HRE EE E: (1 ) 每 一 根 
FEE, ERRAR, REZEN., (2 ) 每 一 节点 处 。 有 
闫 的 术 架 “内力 ? 利 " 外 力 ? 组 成 一 个 平衡 共 点 力 系 。 这 样 我 们 就 可 
以 反复 利用 季 点 处 共 点 力 系 的 平衡 条 件 , 样 的 两 力 平 衡 条 件 , 昼 及 
作用 与 肥 作 用 定律 对 术 架 进行 分 析 计 算 ， 求 出 析 架 的 全部 闪 力 。 


B1.438 cR RI E 


例 1.4 ”如 图 1,43 Bb, KERET EAS EIR, 
已 知 在 C 点 作用 一 水 平 的 外 力 F—12kN, 杆 的 长 诬 如 图 示 。 求 各 
Aft PI JI. 

EE MERR., SRTHDIÉSBEYEXPEL. 4 点 处 是 连 杆 ， 支 座 
pR ÆW. Bo RAE EE GEL EEH Ra 的 方向 和 大 小 都 
是 未 知 的 。 但 是 ， 根 据 三 力 乎 衡 条 件 ， 我 们 可 以 求 得 

R,—8j, R&—12i-—8J, 
其 中 心 了 是 取 定 的 示 角 坐标 系 的 单位 向 量 , 如 图 所 示 。 力 的 单位 
都 是 于 后 页 人 EN)， 下 同 。 

作 节 点 万 的 受 力图 {图 中 [4]) ,假设 内 力 Sao 和 Sas 的 指向 

如 图 所 示 。 利 用 丰 点 力 蒜 的 平衡 条 件 台所 二 0 得 


Bala m S Ag T SAp * = Üy 


2jF,—40 Sap i i4 8 —0, 
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HERH Sp —lOkN, RAE — 3X R 49 Sig—-r6kN, 
Sa MIEOIE TR REBE. RRIT Sa, 所 假设 的 指向 是 符合 实际 情 
况 的 , 因而 AE 秆 受到 的 是 拉力 。Sas 前 的 负 号 表明 ,AD 杆 受 到 
BU ERE (为 什么 ? D. 

RRfEdS A Dis DER RIDD., ADHD RU JIAELOKN, 
TRÆ E ARAD (为 什么 ? )， 至 于 未 知 的 内 力 Soo 和 Sox 
可 以 先 随 意 假设 一 个 指向 ， 但 通常 总 是 假设 它 是 离开 节点 也 的 ， 
如 图 所 示 。 最 后 再 根据 计算 结果 的 正 负 号 作出 判断 。 正 号 表明 证 
受 拉 ， 负 号 表明 杆 受 压 ， 

对 节点 D 用 平衡 条 件 于 Fs 一 0， 得 10X 字 + Spc 二 0, fik 
Soc 一 一 6KN， 即 杆 DC 的 内 力 为 压力 , 大 小 是 GEN, dXIF,—0 
得 Sps 一 二 8kN， 杆 DE 的 内 力 为 拉力 ， 大 小 是 skN。 用 这 样 的 
方法 继续 下 去 ,再 到 五 为 平衡 对 象 ,可 解 出 EC 的 内 力 为 压力 ， 大 
小 为 10kN , BE 内 力 为 拉力 , 大 小 为 12kKN ,再 取 C 点 为 平衡 对 象 ， 
这 时 只 有 一 个 末 知 量 , 即 BC 的 内 力 . 所 以 两 个 方程 中 习 F- 一 0 变 
正确 十 6 一 12 士 10X 癌 一 0。 这 个 恒等式 可 以 用 求 作为 前 面 的 计算 

R 成 为 与 否 的 一 个 检查 。 另 外 ， 由 XIF,—0 求 得 CB 秆 的 内 力 为 
接力 ,大 小 为 8BkN .至 此 ,全 部 内 力 已 求 出 (图 1.44tay)。 最 后 可 以 
利用 互 点 的 平衡 条 件 来 作 检验 : 


SF 一 0， 12—12—0,' 

Fy=0 8 一 8 一 0。 
型 注 章 的 是 图 1.44(8) 中 所 画 的 筝 头 ， 是 杆 对 节点 徇 力 。 节 点 对 
杆 的 力 正好 与 此 指向 相反 。 例 部 AD 村 上 的 两 个 力 是 企图 把 AD 
压缩 的 压力 ， 而 从 图 1.4400 上 去 看 澡 常 容易 大生 错觉 。 为 了 使 
疼 示 请 晰 起 见 ， 一 般 画 成 图 1.44(b) 的 样子 ， 正 号 表示 村 受 拉 ， 
HERTE. 上 
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pé cm 


4 naL ng 


^f f EE: 
Pa £ ará 


(ax) 


$1.44. FAN (GREEN) 


例 1.5 =E RA 个 A 
i AC fa BC 所 组 成 的 (图 1.45 
(a)) , XXPHEB AY HES SE C WX fd 
3E. 4 Aba 3L HELEE DERI SE BE TH 
Eii. XEGRih d$ IB GGREORUER 
Ee. 已 知 有 一 坚 直 外 力 号 作用 
在 拱 上 《可 以 理解 为 过 桥 的 车 辆 
HREH? ,更 三 锐 拱 自身 重量 
不 计 , 尺 寸 如 图 扬 示 。 求 A.B X 
的 支 座 肥力 。 

E Sombn4dk BC 的 受 力 
图 (图 1,45 (bh)}，Rs 是 支 座 日 的 
5E, RedkBüpk AC 对 刚体 BC 
的 作用 力 。 上 由 两 力 平 衡 条 件 相 
4n, Rs 和 Ro 的 作用 线 必 须 和 入 
|], BDR BC iik, MIE PH 
AC Ap E CF 1. 4500), E 
中 的 是 c 是 及 ce 的 区 作用 力 ， 
R=- Ro, [RHGE be Regu 
EMA CE t£ ue fü 26 45"). 
根据 三 力 平 衡 条 件 , RRE 


rr 


-= 
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vue. - am. - 


mn UTE Aa p uei na 3 mor manere Ara 


Lames An^ mo Tor -一 


a ca as 


anter vara 
rr 


必须 经 过 员 c 和 了 的 D. BILAR RATAR OR, 与 水 下 
线 的 夹 角 是 ar tga., BEKES: 
R=—=P+R, + R.—0 
"m R 一 SF 一 本 R 
:—2 z=% v/10 < 一 T c=, 


Ry Fd JR, + T Re—P=0, 


BIER R vh 2 p 


RID, g5L, dq Rye Re Rt, 


所 以 Re= AP. Wb Ra Ra 的 大 小 和 方向 就 到 部 确定 了 。 

我 们 现在 换 一 种 办 法 解 这 个 题 。 前 儿 第 还 是 和 上 面 说 的 一 
样 ， 区 至 分 析出 Ra 与 水 平面 夹 角 为 45" 汐止 。 随 后 我 们 不 去 研 
REFE, nETIDSEAILPEEHEÓEOS Gr HDXPR. quil 43m hE (图 
1.45(e). AIEARIE — JJ E t Rt Rat Re+ POENAE. 
T i SR SE 45 Hi Er iE 897 iRDPEERUIPREESEOGR. | 

在 这 个 例子 中 ， 可 以 注意 到 ， 用 后 一 种 方法 时 图 1.45(e) 中 
RAH 玉民 ec， 因为 我 们 把 整个 三 镑 拱 当 作 一 个 刚体 看 待 ， 那 么 
Re W 成 了 刚体 自身 这 一 部 分 对 另 一 部 分 作用 的 央 力 。 我 们 研究 
的 是 刚体 在 外 力作 用 下 的 平衡 问 题 ， 当然 内 力 就 不 必 出 现 了 。 

|n Hid. 三 饺 拱 明 明 是 岂 两 个 刚体 组 成 ， 从 整体 看 是 一 个 可 
变形 体 ， 为 什么 可 以 当 作 一 个 团体 来 信 理 ? 风化 原理 回答 了 这 个 
问题 。 刚 化 原理 是 ， 已 知 非 蜀 体 《可 变形 体 》 在 力 洒 作用 下 处 于 
盏 衡 , 如 果 把 这 物体 了 刚 化 〈 想 象 它 变 成 或 换 成 刚体 ) ， 则 平衡 不 受 
影响 。 了 刚 化 厚 理 是 大 们 在 贡 识 范围 里 很 容易 接受 的 。 比如 ， 有 一 
舟 阐 竹 两 头 受 拉 力 ， 它 喜 要 变形 ， 最 拓 在 拉 利 到 适当 长 诺 以 后 就 
达到 了 平衡 ( 弹 答 不 再 变形 ， 从 整体 看 处 于 表 上 ) 。 此 时 我 们 把 弹 
A RHE” —F. UN ET S ROB a PUE RA A E SE SETS 
会 变形 的 " 弹 千 ” 《刚体 ) RE 23EROR GR EP Br e E Fa ED, 
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rr 


w me 


m ui mur rh cura ihr | uA Man Rr rt TT en nm rr ee dn me nar 
rT nT en a V 


-但 是 这 种 做 法 反 过 来 却 不 对 了 ， 如 果 有 一 根 不 能 变形 的 刚 杆 ， 两 
庙 受 后 力 处 于 平衡 。 此 时 我 们 把 刚 杆 “软化 ”一 下 ， 也 就 是 想象 
这 根 刚 杆 被 一 根 橡 皮 丁 代替 。 那 么 ,显然 平衡 马上 就 被 破坏 了 。 因 
此 ， 一 般 说 来 ， 刚 体 的 平衡 条 件 是 非 刚 体 〈 可 变形 体 ) 平衡 的 必 
要 条 件 ， 但 不 是 充分 条 件 ， 解 决 变 形体 的 平衡 还 需要 辩 虑 变形 条 
件 。 有 了 这 个 刚 化 厌 理 ， 使 得 刚体 静 力 学 中 关于 平 知 的 一 些 结 
时， 在 以 后 的 材料 力学 ， 弹 性 力学 由 解决 可 变形 体 的 平衡 问题 时 
MRAM. RAE, EEEH Gn e n Egi — EEBEISI E, 
Je kh TER h JLA Ak ARMARE” Bp ss 4 E— 4 HU 
体 处 理 ， 


ke oe 对 称 三 贸 拱 受到 对 称 的 两 个 引力 的 作用 (图 1.46)，。 
X3 pES A RMR, 《提示 利用 对 称 性 ,) 六 闭环 

炒米 关 ”三 贸 拱 受到 水 及 推 力 P 的 作用 (图 1.47)。 将 卫 的 
作用 点 Hy UE TEREIEHIM [6:8] M 处 ， A, B ABRA 反 力 会 
不 会 受到 影响 ? 说 明理 由。 Ck 


pgii.46 ”对称 性 的 利用 Bi.47 Da fem. 


例 1.6 一 重 物 三 用 三 绳 业 OA,OB,OC HEE, A, B, C3 

点 不 在 同一 竖 直 平面 内 ,网 图 1.48.。 假 设 三 角形 ABC. (不 一 定 是 
水 下 的 ) 的 中 心 G (三 中 线 的 交点 ) 正好 在 过 O FRU RE E, 
OG—h,0OAÀ-a,OBz-b,OC—c, st— HàPalusk 3. 

St drOA, OB, OC ra, b,c PCR, Ce A EE AERD A 
(E. OR mu D TS TS TUR W RER, T. 方向 的 
单位 向 量 是 a/a, ix Ta 可 以 写成 了。 二 Toa/a, [RR 
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T,—T,b,/b, T.—T.c/c A 
此 外 W .——Whk, € 
M JL fni x: 2 T EL SS 380 
———» -一 一 —— 
a= OA — OG + GÀ 
— kt GÀ. 
同 理 有 
—À 
b -hk4- GB, 
一 呈正 十 GC. 
ERI, DE =o, Hl 


TtT, +T, + W0. 图 1.48 Kc Gp EU 
EHARA nf 
W T T T T. — — E 
-F HE+ +E) akt t GA +P GB + e TOC-0 
a e |) ü b e s 


JG LDXBIAEERUEn ROROU3E. WEEE P M ABC 之 内 ， 故 不 
与 上 平行 ， 这 是 不 可 能 的 。 因 而 要 使 上 式 满足 必须 同时 满足 以 下 


P xa 
W Ta To fe. 
E+ 十 b "s cU (12) 
T, T T, 
m GA +- GB + GC 一 0。 (2) 


用 几何 关系 【利用 平行 四 地形 AGCD) 容易 证 明 


— — — 
GB — — GD -——(GÀ + GC je. 
这 此 式 代 大 式 (2) 得 


q*. x oc —» 
(^) GA «(^2 -^) GC =0, 


a b 


但 GA 与 GC EPH EXBIA-A AERE UGJESC UU RE. EGCARHACBURN 
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-an 站 

rb: ec ha 
BERADA 

Ta T, T. W 

á ~ ^ e 3h* 
TEHE KE F 

Wa Wb We 
了 ,二 * To= hs: Ty 一 3h* l 


Kk dee dB deg DIAM ESSIRIEN, RATAR: dE 
zeli EL sh cR. BRATA IE odd —4gE 
Hri: €)F.—0, XJF,—0, XY.—0. A46 D DDÉEfSC- cR 
量 。 但 是 ， 有 时 应 用 举 标 方法 计算 起 来 比较 繁 ， 这 就 要 适当 利用 
共 他 巧妙 的 手法 。 上 题 就 是 一 例 ， 刘 分 利用 向 量 的 运算 ， 让 接 得 
上 所 求 的 结果 。 

kkk EAH ABC 位 于 同一 水 平面 中 ,验证 三 绳 肉 张力 的 
BEREA W BZgA, kk 


17 PEDROPA 

所 谓 平面 力 采 是 指 力 采 中 各 个 力 的 作用 线 都 位 于 同一 个 平面 

贝 。 对 这 种 力 杀 的 平衡 条 件 讨论 清楚 了 ， 就 可 以 很 容易 地 推广 到 

一 般 的 空 何 力 末 ， 平 面 力 系 在 实际 应 用 中 也 是 很 重要 的 。 在 许多 

工程 技术 问题 中 ， 务 个 为 的 作用 线 本 

2 米 就 是 福 辣 一 平面 之 中 ， 这 当然 是 平 

| o0 PAR. E cm. FATH 

K ooa 体 上 的 是 一 个 空间 力 采 但 它 对 称 于 

"A X—4 7m, TJbwDAB ES — 478 
L 


EDR. fud) ERU A F 

P FF 合 起 来 (图 1.49) ENAA E 

人 就 在 对 称 面 中 ， 其 天 小 等 于 了 在 平面 
b2 


" iid VT TT a a rr mnn cre -N CRI D D Re 


EB Emu E ( 仍 是 向 量 )。 例 如 ， 飞 机 在 定常 航行 中 ， 空 气 对 
飞机 的 作用 力 和 重力 都 对 称 于 飞机 的 几何 对 称 面 (图 1.50) 。 所 以 
可 以 认为 飞机 受到 平面 力 采 的 作用 ， 


9a 71 n 


图 1.50  f1EHD TE EUL E 59 77 3& TE 3E ENHA 


在 S1.5 中 已 经 说 过 ,一 般 力 系 的 平衡 条 件 是 主 向 量 着 三 0 和 
E L0. BLÉEOSPIE IBI JAKER ARTES. ME Hg HS dn A 
(O,i,J,h], EIEE J BE XE DIR BOTERS T A. T E URP BE 7 
力 在 吕方 向 上 的 分 量 者 是 需 ， 每 一 个 力 对 OO 点 的 力矩 部 是 沿 着 R 
方向 。 因 此 平衡 条 件 就 成 为 


R= (了 三 LE 十 《ay 一 0 
L= (mpoki. 


或 者 写成 三 个 数量 方程 ， 
AS =0, TIF,—0, -m,.—, (1.26) 


xk dE T- br RUP e AR EREA, umuREGBPLIERGNBI-A 
矩 式 。 

例 ],7 起 蛋 架 的 机 构 如 图 1.51(a)。 已 An OB— BA-—U3, 
HRH ED 部 分 平行 于 杆 OA, OA kpk, WEAH 
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Bu JW, PiE, Tub OA 杆 
的 自重 。， 求 水 焉 强 BC cad Ji fus 
& O has J. 

ER IEI OA bape (81.51 
(bo. f 5& OO 的 度 力 用 水 平分 力 X 
WEAS HY 表示 ,请 轮 对 征 的 作用 
力 可 用 两 不 分 力 本 和 了 表示 ， 且 
W'—W, P--W CT EA dil Hide BS E 
HAIR. 

取 Oxy 坐标 邵 图 ，z 轴 惟 家 于 纸 
证 指向 外 ,可 以 不 标明 。 玉 此 ， 
m,— S'mo,,mo, 是 力 系 中 客人 个 力 对 品 
点 的 拓 ， 族 时 针 方 向 汶 正 ， 反 之 取舍 
E 

TORSUE (E87; £325 
图 1.51 dE A SF 0 X—Pcos 日 一 三 一 个， 
SF =0, Y —W —P sin 6—0, 


lo, 
Hm= 0, —Wicos OP x0 T-sin8- X x0 Y x 0—460, 


由 这 三 个 方程 可 解 出 三 个 末 知 量 t 
T—2Weig f, 
X=Wicosd+ 2ctg 05, 
Y —W (1r sin 6), | 


HA EFENA, CÉd87; 20.2600 hE ERA ARE 
求解 许多 问题 。 但 是 在 具体 的 问题 中 ， 我 们 可 以 应 用 与 式 (1.26) 
第 价 的 其 他 形式 。 从 而 使 十 算 更 简便 一 些 。 下 证 就 分 别 讨论 二 街 
方程 的 几 种 不 同 的 等 价 形式 ， 

在 玫 面 上 进取 坐标 时 ， 不 一 定 选 取 正 挛 举 标 夭 ， 引 却 我 们 可 
Amma LO eee], AALE e, 和 ea 在 所 考据 的 平 p 
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E, BEHT ERK., m eàsJsPIgBPiEgE. 根据 81.2 结 尾 处 的 绪论， 
FRARI 是 二 0 写成 分 量 形 式 为 
[之 工行 二 0， 


(1,27) 
[Ri = EF n=, 
DE GNE SE E 
[R - e, — SF, * e,—0, 
(1,28) 


R - e= DF; - e,—0, 

RP RLR RTEA Rog E; E e 7 HDR, R êl; 
F, ma F, Ee LARK., 

条 件 工 王 0 Mo AD n 

L; =p moi 。ed 一 了 Piof 一 0， (1.29) 

其 中 mo EDF; HO AGI, BARE e 的 方向 , 所 以 它 在 es 
上 的 控 影 就 是 它 徇 去 小 EMS), H mo, e; —mo. 

3 (0.27) 与 (1.29) 联 立 得 出 平衡 注 程 的 一 种 形式 ， 将 (1.28) 
与 (1.29) 联 立 得 出 平衡 方程 的 又 一 种 形式 。 

平衡 方程 的 另外 一 种 形式 《三 力矩 式 ) 是 ， 在 平面 上 任 选 不 
HERMETA A,B,C, FERAE 


— ————————————— 


2jm4,—0, 2jmg—0, BDme=0, | (1.30) 


其 中 ma Meme 2r 92e Jj E H A,B,C AB DER Ab ORE 
负 号 ,不 姑 欧 定 递 时 针 方 向 取 正 号 ) 。 这 就 RE K Rd 3AA 
Eii R—o0, L—0 的 必要 且 庆 分 条 伯 。 
RIRE ERIRE WIEN. A 为 如 果 一 个 力 系 满足 
R—o,L—0, H|ig3e5k 喜 ， 那 么 这 力 系 对 任意 点 的 所 应 该 为 需 。 
J TAPFER ATA TE REAU. SORE BA 
; 能 推断 出 R0, H E-—0 We? 
A 252 m4 —0,3X 13 BH hip SR AR TTC A 点 为 化 简 中 心 , 则 力 采 简 
化 成 作用 线 过 A 点 的 一 个 合力 ， 将 此 合力 记 tE R*+ Hi EE, 


po 
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我 们 假定 R* 不 为 需 { 如 果 R ER, iC 和 证 明了 )。 HAX B 
点 的 主 第 等 于 合力 只 * H B AHE, HI La= AB xR*. 根据 式 
(9,30), La=0, W[ R* 必 与 已 4 dik, HI R* 的 作用 线 一 定 要 经 
xb Bu. IB, RIMER (0.30 中 的 $31mo—0 飞 吕 以 断定 R* 的 
作用 线 一 定 要 经 过 CGC NH. R* 的 作用 线 | 玩 要 沿 AB, XE AC, fü 
是 A,B,C 叉 不 在 一 条 直线 上 ,这 是 不 可 能 的 ,因此 ,与 候 设 是 * 寺 0 
HH. dx R GJR AH. 

平衡 方程 远 有 一 种 形式 (两 力 丸 式 ;) 十 : 在 平面 上 人 性 意 到 两 点 
上 和 号 ， 再 任 取 一 个 单位 向 量 旦 ， 要 了 式 瑟 与 4 号 的 连 线 不 僵直 ， 
则 平衡 方程 为 ， 


| PRU | 
. DFI=0 Ema=0, 了 me 一 0，， (1.31) 


其 中 Fi 是 力 Fi EP bA, RO S3DE 力 系 平衡 的 必要 日 
充分 条 件 ， 共 证 明 读 者 可 


/AVENNN. Er E 


> | J _ 平衡 方程 的 几 种 形式 
| 都 是 等 价 的 ， 在 解 具体 问 
EEEE 题 时 ， 要 根据 具体 情况 加 
以 灵活 选用 。 
例 1.8 fr; 59 3n E 
1.52 所 示 。 尺 寸 和 受 力 情 
Hinan. t d4M mE. 求 
a,b,oc 三 杆 中 的 内 力 Sas 
Sy. Se, 
| MEE tE 
个 整体 ， 应 用 平衡 方程 
(1.26) SE IB AA E RE ARES 552), ATARA PZHDREPRTE. ain 
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m 


图 1.52 HR ik 


=- eer —— QD — Hr 
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Eh 


刻 看 出 这 两 个 友 力 是 Ri 二 Rs 一方 X50 二 25 (W)， 方 向 向 上 。 


在 检 架 上 到 一 个 假想 的 截面 工 一 I， 把 桩 架 分 成 两 部 分 ， 夺 
了 到 左 蛙 边 作为 分 析 对 象 。 这 左 站 边 包括 ap 三 杆 芍 一 部 分 ， 得 
一 杆 的 另 一 部 分 对 于 这 个 受 力 对 象 的 作用 为 就 成 了 外 力 ， 它 们 分 
别 沿 闭 杆 的 方向 ， 迹 分别 是 Saso Se HRE CRAT E 
结果 是 负 号 ， 则 应 是 压力 )。 
应 用 两 力 皂 形式 的 平衡 方程 (1.31) , 取 A B Bum Bron, P 
Cam. IA H 
IF 一 0， 25 一 10 一 10 十 39,/4/15—90, 
Sma—0, 10x4—25x8--65,—0, 
$1m4—0, 10Xd4+TI10X8 一 25X]2 十 6 一 0。 
HEIL EA ERE H3 "TN 
$,— —286,.67 t QE JD , 94 —— «v 18 —6,01t(0 7D, 
S,-—4-30.00t D. i 
作为 验 核 ， 可 取 任 一 个 投影 式 或 力 邱 式 { 它 与 以 上 三 个 方程 总 是 
线性 相关 的 )， 例 如 取 S1P.-—0 方向 为 水 平 向 有 ,将 以 上 计算 
结果 代 关 加 以 验 核 ; 


0--04- 0-- (— 26,67) + (30.00) 十 (一 6.01) X 


— —236.674-30,00—3,33—0,00, | 
例 1.9 Jc 21 (Kk T EH RE 
p ge (01.53 8 E W EE 
D k, e 及 1 WEAR REAR 
Jl R, * R, 和 Rs 
BE mxs pii, HI— 7338 
AREN E: 
TIF.c0. 0—0, 
SF. RIT Rt RaW, 
Sima =0, Ryt 2R, =W Ga), 图 1-53 R RiR H Rg 


ar 


“m 


i ar 
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zekat, RAMAH RAER H 
Ha H1 pg DE 3X TE 75 E: 
SF 一 0， R +R, +R =W, 
amaS, LRí,-- 2LR,— W e +a), 
$ime-o, —2lR,—IR, — —.W (i— a), 


虽然 在 形式 上 有 三 个 方程 ， 但 只 有 两 个 是 独立 的 ， 玉 为 第 一 式 减 
去 第 三 式 就 得 出 第 一 式 ， 因 此 也 不 能 解 出 三 个 未 知 数 ， 
背 改 用 三 力 什 式 ( 已 注意 到 人 ,C.D 三 点 不 共 线 )， 
AT 一 六， Rat 201 R,—W Uta), 
*SUumno-—0,  —2lR,—IR,— —W (—a), 
Empi, -—G-ra)R,—al,t (—2) R5—0, 


可 以 验证 这 抒 个 方程 也 是 线性 相关 的 ， 四 此 也 不 能 从 共 中 解 出 三 
个 未 知 数 。 
因此 这 个 题 无 解 。 | 
为 行 么 这 和 祥和 了 简 半 的 问题 ， 合 然 徇 出 无 解 的 结论 呢 ? 是 因为 二 
根 杆 中 的 肉 力 可 大 襄 小 任意 取 秆 吗 ? 还 是 杆 中 不 存在 内 力 ? 显然 
都 不 是 ， 因 为 在 实际 向 题 中 ， 客 观 上 .这 三 根 杆 中 的 因 力 应 该 是 完 
奖 确 定 的 ， 那 么 我 们 只 能 去 怀疑 我 们 在 运用 理论 时 还 有 什么 因素 
Haza, AZERE AA EAE FER. 
PEER. S F A.O 
例 1.10 K 2 的 刚性 梁 CR ip ABO 用 三 根 竖 站 的 RA 
iu(ul.50. RW W Hg DOM, a ob «ttm E. SiR 
ARER EGS% k, B fe W 3n EELNCNP EUG IOES JE SAFE W 加 
上 以 后 三 根 弹 签 仍 然 是 竖 直 的 。 求 Pus Ri A Ra 
和 解 ” 取 定 x,y 轴 如 图 所 示 ， 用 一 - 力 第 玫 衡 方程 得 两 个 独立 方 
程 ， 
IF 一 0， R+ Rt l=W, C1) 
S1m4,—0, Rat 2LR, =W G-r a), (2) 
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图 1.54 ok R,.R2 和 Ry 


HAZRET J E Bik ht og AQ—RQK, AQ—R.QK, AQ— 
R./k. 总 是 蜀 性 和 的， 三 根 弹 乱 在 变形 后 下 端 仍 在 一 坦 线 上 ， 因 而 
RI £448 383] — ^1- ^E 3E f Eo s E 


AtA 
Ag 一 : 2 e, 
将 Ai Aa EA. PETRA SE RF ELT IJ 
2R,— R,- Ras (325 
Hr A FE OD, 02D 5 G) Pa IAEA HI 
1 1 a I 
R=% + Pc Tw. Re =W, 
rl 1 a 
Ré -TW i 


将 例 1.9 和 例 1,10 GETHER, SRAMA, 2E 别 WIE 
TABERE AKERE HO 的 变形 。 理 论 力 学 中 的 毅力 
学 假定 物体 是 刚体 ,在 这 个 前 提 下 ,有 一 部 分 同 题 就 不 能 应 用 刚体 
静 力 学 的 理论 和 方法 给 出 答案 ， 必 须 补 充 上 变形 的 协 亩 条 件 。 变 
形 物 体 的 平生 问题 将 在 材料 力学 和 弹性 力学 等 深 程 中 讨论 . 
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QT hub. RHEA JARE jE E H E A Fla Rcs 
方程 数 是 三 ， 击 对 于 平面 信行 力 杀 (和 例 1.9 就 是 这 种 情况 ) ， 独 立 
R5 25 fi 7; PROMO AM, E qi dk BC UU AR n BP (8 75 Ei C E 
He. LER ld cg 7E (8 231073 e E IRL o, f RR RES T] 
Ra (GEH RU PE ARI) SE 决定 的 意思 ) ,我 们 可 以 求解 。 凡 是 未 知 数 个 
数 大 于 狸 立方 程 个 数 的 问题 叫做 超 静 定 辣 题 了 ， 仅 用 刚体 静 力 学 
HEPER, ERER- THARA. AEEA o 
EHI HBTALARUL— FR a HU SCRI i R E T 4C. 
55 E P EG TIRE E 1] BUE 7 ir 3C IJ. 

ALT -eBUSTGZ&RqD Am. Anl]l.s5HOzR. REE 


A,B AKED, 


解 这 里 有 两 个 刚 
fk, AC HCB, 每 一 个 
刚体 受到 一 个 平面 力 系 的 
作用 ， 即 对 每 一 个 刚体 可 
XH dur CE dA 
B. HARANE ERS 
程 。 这 题 中 反 力 的 未 知 量 

BE EAA A,B,C 处 每 处 
各 两 个 。 六 个 方程 ， 大 个 未 知 量 ， 问 题 是 静 定 的 ， 可 求解 。 

在 具体 求解 时 ， 则 不 必 拘 泥 于 一 定 是 用 哪 太 个 方程 ， 而 可 以 
灵活 处 理 。 

取 整 体 为 平衡 对 象 ， 可 列 出 三 个 方程 ， 大 不 能 解 出 至 部 未 知 
lk H ,,V 4H g, Vg, [Hn] E 8. 

5 


H 1 3 
Va =P t7 V= to 和 H 42 Hg, 


C 有 时 也 称 C IRCNIEU mE. 我 们 下 深 用 这 个 词 ， 因 为 一 个 静 定 的 结构 就 是 自 
HEATEGU, TAERE HAERA AREMA Ak nA. i 
TAGEXL BD m dAdgé ied CODEC anch "OO IB EE dorm, HDNEJE GERM. 
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所 以 HL, 和 Ha 仍然 是 未 知 车 。 
再 取 AC 为 平衡 对 象 ， 可 以 列 出 三 个 平衡 方程 ， 此 时 只 有 三 
个 未 知 量 ， 即 H4 和 局 处 的 两 个 来 知 量 , 可 求解 。 对 C 点 取 和 无 得 
1 1 
H 一 下 了 十 了 人 
XS ER CB 部 分 对 AC 部 分 (作用 点 在 C 点 》 的 水 平 力 大 小 
Xl P 十 二 @， 坚 直 力 大 小 为 让 已 二 Q.。 | 


1-8 ”空间 力 深 的 平衡 。 
zz ja] Z3 RIPE tid FE DS ER E dp E R — 0 MEH L=, "QR 
HEARR TABER TAi "P857: $3: 
S 3-0. bit w. P i 
了 iu 一口， my Dim.—0. 
fu E rire FED RBS OE BÉ. TERRE EAN SR AB 
XrJP TEBS d BRNENUD. a A A GO RREA TRIIN 程 个 数 
和 形式 。 
空间 力 惕 和 有 三 个 平衡 方程 ， 
Dm= 0, È My =, 了 ty 一作 
zx [a] JU ex 27 7 — 4 P i 2s TÉ: 
Fai 了 一 0 JF c. 
平行 于 某 一 根 轴 ， 上 比如 是 eonbd 703 — 487r ER. 


(1,32) 


ZjF.—0, 之 fmiz 一 0，  2my,—0. 


共 实 平面 力 系 也 是 襟 间 力 系 的 一 种 特殊 情况 ， 从 这 个 意 尖 上 
看 ， 各 种 力 季 都 可 这 统一 在 一 般 空间 力 系 之 中 ， 它 们 之 向 的 关系 
和 独立 的 平衡 方程 个 数 可 轨 纳 如 下 : 


6I 
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ELE I 
beet BERERE 


*| {i}? 
一 j] 平行 力 系 18》 Xx : 
空间 任意 为 系 | J 
EN 大 (2) ———— 
€ | .- xm n 
— | 平 耐力 系 (8 


一 a 
emi LL pe a 
mee. 
>| AA ARCA 


Bhi.12 AABEL NR. A, B, C 三 处 用 六 概 
BIER 11351. AUE HEERE AEI, 且 不 
RETTES RME ESAR EIA, AAR RIRE 
知 ， 问 求解 内 力 是 静 定 问题 还 是 超 静 定 问题 ? 


并 1.56 =A 图 1.67 或 反 力 和 和 绳子 的 张力 


SE ICDOR d E n=7, 每 个 节点 都 是 一 -个 空间 共 点 力 系 ， 
可 列 三 个 光 程 ,所 以 总 抹 有 37 二 21 个 独立 方程 ,结构 共有 15 根 杆 ， 
每 根 杆 的 内 力 是 一 个 末 阁 数 ， 共 计 7 一 15 个 未 知 数 。 另外 支 座 连 
本 对 结构 的 反 力 是 未 知 数 ， 共 计 6 个。 方程 数 与 来 知 数 个 数 相 
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LER 


同 。 因 此 ， 这 是 静 定 问题 和 。 确定 是 静 定 问题 以 后 ， 训 可 以 条 用 
AIRERA REA h. 53. ESRRPYSBT BPIAR 3S, 

HiER BL, — R, BEGEGEÍRDBISSBUTPAE P CTWuip3 OK E 
TD Ax n Ak X435 ;—3n—6. 1 

$601.15. 有 一 空间 闭 构 如 图 1.57 所 示 。 设 杆 的 自重 未 计 ，W 
EAn R: BE A AW Hai 下 ,了 ,2 和 强 子 的 张力 了 和 了 。 

MP LLAC 杆 为 对 象 ， 平 衡 力 系 中 有 天 个 力 5 X,Y, Z,T, 
T' 和 了 。 

由 20m,—90, Hl—X .e-o, H X =0; 

H Xm.-—0,Hl4-Y - 0—W (a4 b) —0,fig i Y =W (aor boe, 


= ad ad 加 , 
m bs m= 0, EIE dH nugr cb vai de =Ü, fetu 
由 SFy=0, Hg Yee NE fif HH 


T —T' —(Wta-b)v/at--d* 1/2ca; 

再 由 RIP.—0, ZW., 

PEETRE RERAR S. GHDSDXEDU TE DUEIH. dinde ues 
系 渤 得 合适 ， 计 算 力矩 的 点 选取 合适 ， 计 算 工 作 可 以 大 大 简化 。 

在 以 上 计算 中 ， 没 有 用 到 平衡 方程 宛 fs 二 0， 这 个 方程 和 
20m,—0, BIF,—0 是 线性 相关 的 。 这 是 因 为 ， 在 这 题 中 空间 大 
个 力 的 作用 线 比 较 畦 歼 ， 它 们 都 和 AC 线 相 竞 。 因 此 ， 如 果 列 出 
力矩 方程 2mac 一 0， 人 它 成 为 恒等式 0 一 0， 损 失掉 一 个 独立 性 
程 。 所 以 这 个 题 在 刚体 静 力 学 范围 里 只 能 解 五 个 未 知 数 。 上 1 

例 1.14 一 重量 W 置 于 有 四 条 腿 的 正方 形 桌 面 上 的 一 点 。 求 
45 4s B ri Bo He JJ. 

解 ” 尝 面 受 五 个 平行 力 的 作用 ， 其 中 四 个 是 未 知 的 ， 但 空间 
平行 妨 系 的 平衡 条 作 只 有 三 个 狐 立 方程 ， 同 此 这 是 超 静 定 导 题 ， 


D mor): EE LCD xn Rl. XX JL JÉ E XE EDGD BUG XE JR Rp. EHR 
LE JC LES IET e LM 
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UR TE AEBA BO EE A HC BECK RE. RINER RE RLMECR EE 
的 ， 它 在 桌 腿 变形 以 后 ， 仍 保持 为 一 个 琅 面 。 再 假设 在 不 加 重量 
Wit, HAESKA TE, WEH, TAREHE ER 
BSHEDMEIEJE, LEEA, MARRI, KE HARTAR 
8T. 

(0 WEERA Ory 平面 ， 口 点 在 其 hob. x 和 y 轴 平 
行 桌 边 ，z 加 向 上 ( 斤 1.58)。 设 四 条 腾 的 反 力 及 它们 作用 点 的 些 


Hil.58 -+a pzm 


Tar 81239: 
P,k £EG,2a,0) Ahs Pik fg (—2a,2,0) AEs 
Pk ia, ~a, DAD, P,RÀ Ele, —a,0) XE, 
于 是 齐 跟 被 压缩 后 ， 桌面 四 只 角 的 坐标 分 别 为 : 
(a,a, — P,/A), (—a,a, — P,/A), 
l (—a,—a,—P,/A), (a, ——a, —P,/A), 
这 四 点 人 切 须 在 同一 平面 上 ， 由 解析 几何 知 ， 这 四 点 共 面 的 条 件 是 
a a —P,À 1 
一 号 a — P/A 


1 一 0， 
—ü —a& 一 Fi/ I 
a —a —P,/AÀ 1 
化 简 得 
Pi—Pst P,— P,—0, (1) 
64 
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en | EIE AG Ro rr 


xk x d PE dut 2 36 p A 9h, 
再 列 出 变形 后 的 平衡 方程 。 设 重 物 所 在 位 置 的 坐标 是 (6,7， 
gyi agaa, aana FA 


Ema = 0, (P, + Paa Pat Pj)a—Wrn—0, (29) 
Emy=0, (P, Ppa— (P+ Ppa+Wë=0, C32) 
2,PF.—0, Pit Pit Pat Pi =W, ‘4) 


EO., G BURKEA HA 


如 果 Pio’ PaP 和 了 都 是 大 于 需 ， 则 四 条 胆 部 受到 庄 2j. iX 时 
MARAR HERH”. APAA RE” ph mi 
某 一 个 力 ; 例 如 Ps ， 算 出 的 结果 是 负 的 ， 那 么 这 条 腿 要 受 近 力 。 
BRR E EL ZRPHIB BE E hii Eh E. PA Pa FRAR X 
条 腿 就 开始 其 空 不 起 作用 了 ， 当 这 条 腿 基 空 时 其 他 三 条 月 的 受 力 
情况 就 可 按 三 条 肛 的 桌子 来 分 析 计 算 了 (这 是 一 个 肯定 馈 题 )。 为 
TIRER. M P.m0. A&fERAE Etnea, ARA Pr 
PTEE, MAEAEA ARIF 


EISESLIESA 


这 就 是 说 重 物 限 于 帮 在 图 1.58 CO roit HUE ZEPEDE PS. E 物 放 
在 带 点 的 正方 形 区 以 外 的 藉 一 点 处 ， 就 有 一 条 桌 腾 ( 哪 一 条 7 不 
起 作用 了 。 这 个 结论 与 我 们 的 常识 是 相符 合 的 。 读 者 试 补充 求 岂 
有 一 条 腾 落 空 时 另 三 条 腊 中 的 压力 。 

例 1.3 中 已 说 过 ， 应 读 把 数学 运算 结果 回 到 力学 问题 中 如 以 
过 论 ， 这 里 再 式 看 到 了 这 一 点 。 |d 
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te Hus 


EALE XE A A OT PE SCORE PESE FO SES PEL, 
zi 155 NL BE TO PE LEE SE ETEA., XK— di FLUE BEER PR HE ZU P 
控 ， 革 他 两 种 摩擦 将 在 4-3 和 6-3 hitit. 
在 光 潍 约束 面 的 情况 中 ， 反 力 沼 着 约束 面 的 法 线 方 向 。 加 有 果 
有 摩擦 , 约 来 力 R BET BE UY REX 
方向 (图 1.59) .可 以 和 将 号 分 解 为 
iki E 7) N EÉ ETE 7) f, 
MUNGEBEOESRERP. EE U fRA 
向 《 切 平 面 内 的 某 一 方向 ) 总 是 
和 物体 柱 对 于 约束 面 的 运动 方向 
相反 ， 在 还 没有 败 生 柑 对 运动 的 
Rep, M-E 
| R FAHA AAA. ie 453", Dj 
gmi.59 ARRA I2 21 物体 还 处 于 静止 状态 :如果 假想 
| BEdRISA COSE. 352. 90k d 


SHOE XE 7; 81 ^ 4E JEDOREXS B. 
摩擦 力 和 的 起 因 是 比较 复兴 的 ， 它 要 用 微观 的 物理 规 体 才能 得 
到 解释 ， 在 理论 力学 中 只 从 实 观 的 观点 说 明 摩 氛 力 的 性 质 。 摩 
擦 力 的 天 小 是 和 主动 力作 用 在 物体 上 的 和 外力 中 队 约 束 力 以 外 的 
Ju READ) 的 情况 有 关 的 例如 ， 木 抉 放 在 粗粮 水 平 虚 面 
上 ,如 果 不 去 推 它 , 那 么 虚 面 的 反 力 沿 坚 直方 向 ， 即 摩 氛 力 是 需 . 
如 果 用 水 平 力 去 推 木 块 , 束 有 摩 氛 力 阻碍 其 运动 。 水 平 推 力 越 大 ， 
相应 的 共 据 力也 变 得 越 夫 ， 昼 保持 木 块 的 平衡 状态 。 但 是 摩 撩 为 
有 -一 个 上 限 ， 当 水 平 推力 到 到 一 定 程度 时 ， 故 探 力 甘 也 增 大 不 上 
去 了 ， 本 块 就 开始 运动 ， 乎 衡 被 破坏 了 。 在 一 般 的 平衡 情况 下 ， 
摩 据 力 的 夫 小 是 在 某 一 范围 内 的 一 个 慎 ， 基 
Pp (1.33) 
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这 里 f... 就 是 最 大 静 摩擦 力 ， 至 于 /的确 邹 的 逢 则 应 根据 F fh 
条 件 示 出 。 大 量 实验 表明 ， 这 个 最 大 静摩擦 力 满足 库伦 定律 了 ， 
最 大 评 麻 擦 力 和 当时 移 灶 向 反 力 IN. 的 大 小 成 正比 , 比例 系数 上 只 
信赖 于 物体 与 约束 面 材 料 的 性 质 ， 上 与 接触 面 夫 小 无 基 ， 助 
Ius BN, (1.34) 
这 里 a PHARRR. CEEI., Din. 精 加 工 硅 .上 了 油 的 金属 
直面 相互 之 间 的 摩擦 骤 数 是 0.10， 林 材 各 五 尖 之 间 的 摩擦 有 系数 为 
0.5 左右。 
T (0.323) 4001,34) £5 & ok, PH SE DAF f 8] Lr 99 


AE EX AGE 
| /nN. | (1,35) 


24 EE E 7] 3 3 EK 8 IS E IB PU XE pC R 和 法 线 的 夹 角 趾 
HERG, H6 表示 。 容 易 看 出 有 关系 
HH 二 tgE, ' 

Fas SN oig, (1.35) 

在 一 般 情 况 下 , Py DC U) R Sh 
PX Bye f V RE Hed fn 6, 

$1.15 BT JRIEH L. XË 
35 0. Ni TORE IE) IS T 22 [B] 0 HEBR 
Eua. TK, BQ, Hof 
中 央 。 人 重 克 ,站 在 模子 上 (图 1.60) 。 
ELA BHT F imps a 为 客 消 时 能 
使 梯子 保持 不 动 。 

NE RSPS, BA 图 1.60 梯子 的 平衡 
ARABES ETPA 4 


(D ”库伦 (Coulomb,C,AA de, 1736—1806. EN A)ITSI1EH H. Hui 
fc RARE AM, WiTdoi h —ok mb a i h ak E E E h a E Jb 
了 上 几 种 材料 摩擦 系数 的 数值 EL GAM a -t moda Vinci, L., 1452—1319% 
A MIBEPRTE. MUEG eii Amontons, Go ik da iir io E ER. 
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势 ， 因 而 决定 了 4 , B bE D fa fs RAE. Pho £ ru 


时 可 以 型 出 平衡 方程 : 
NIE: Ng—f4,—0, 
SPD — W —Q-rN,-rfg-0, 


$ima,—0, Wasin 0--Q— sin g—fa4l sin 8— N,l cos 8—90. 


KERAMET: NaNe: fas faia, ER f EL — TP 875 
程 外 ， 还 可 以 根据 (1.35) 写 出 两 个 关系 式 
faAsuN,. fp-uN,, 
解 这 组 方程 【三 个 等 式 和 两 仿 不 舌 式 ) 可 以 得 到 4 ， 当 然 结 洒 也 
是 由 一 个 不 等 式 确定 的 ， 如 asa. 那样 的 形式 。 
求解 不 等 式 比 较 麻 烦 ， 蛙 别 是 联 立 的 不 等 式 。 因 此 ， 在 摩 所 
局 题 中 ， 常 常 采 用 所 谓 临 界 情 沈 的 方法 求解 。 
INA BHT FARRER 4 逐 湖 增 大 到 Omo BG pR TAB T Um 
界 " 状态 ， 即 将 动 而 未 动 的 状态 ， 因 为 它 “ 将 动 "， 可 以 用 等 式 
f—f..-—nBN, 因为 它 * 未 动 ?， 则 民 可 用 平衡 条 件 。 所 以 在 这 种 
“将 动 而 未 动 ? 的 情况 下 ,平衡 方程 仍然 成 立 ( 式 中 4 要 改 为 aaiz )， 
[UE fw JE Ls: 
| 4 一 AMVa， Fe 一 Fiva。 
IX: ES Y EE dE ER 求 出 五 个 zR 知 量 六 awaya 
《它们 是 在 晓 异 情况 下 的 约束 反 力 》 和 距离 GV... HU 


1 
Ns =F; t WW), 


H 
Ns = fa +m Qt» 


už w 
fa= ppe lt ) 


max ] Q 2 Q 
——— — Ht t REEL. 
p Gu two sete 0) 2W * 
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因而 王 衡 条 件 是 
asi (re) (p? 十 只 CtE 昌 7 - 
EL Ef à JR-4in e] FACE FIERE FEES. 7BUL fup 75 5 CIUS 


H. TEER, BEA EST IER. 
Wa A 点 作 一 直线 AD e s RERAN 角 s， 


Dz 


和 Hh Fr B A 
EE E E TA HLEA E 
(a) (b) 


图 1.f1 "ese ms 


um xr B REE BC， 它 与 水 平 线 之 间 的 夹 角 也 为 麻 掠 角 ,两 条 
HHFF E jQqEel1.61(000. xt E MEB ABD FG į, 
BFA 点 约束 友 力 RAN, 和 fa 的 合力 ) Ej EE £RDO E fh BE 
于 5 ;而 如 点 的 约束 反 力 Re 与 水 平 线 的 夹 角 也 不 能 大 于 e, 所 以 
人 好 上 梯子 的 最 大 距离 6... 就 是 6 S BpepERÜU a d. AFA 
WAERT O UAR. M Ra, Ra AW — De HERR BETRXE, 3 0, — 
JE 4s TERUASBESA RE. BIBEG-AREGDAM. R TRE 
| CESE), MAA E 将 落 在 OB ig bx OB 线 的 去 侧 ( 轿 1.61(h))， 
LM GM A E BJA IRMUP DEDE UR EE E E, E 
TEETER O WAE. wEB iTi, ARLA JR 
要 稍微 复杂 一 些 ， | 
例 1.16 51. AW, $5 Bm P. RTEZ SAR Sit 
fusi Erf. $5h ES£8S20H88,—1828 * Kk 4 £z Jc f 
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e 2A s ner 


Hj:.62 RFA O BS EC 


为 4， 通 过 一 光 评 的 请 轮 挂 一 个 重 @ 的 重 物 。 另 一 根 强 水 平地 与 
物 块 A 相连 。 物 块 与 平面 之 辣 摩 擦 有 系数 为 &,， 轮 子 与 平面 之 同 
的 摩擦 系数 为 ul. 假定 系统 所 有 的 力 表 在 同一 竖 下 平面 内 。 求 系 
统 保持 平衡 时 O Po elt. 
E 以 轮子 为 对 象 ， 对 轮子 与 地 面 绪 和 触 点 C mpi 
ARtro —QG, R eosa), 
HEP f 为 水 平 绳 中 的 张力 ， 它 与 物 块 4 所 受 摩 氛 力 相符, 由 上 起 


fern 

r.d- Ro cosa 

P =A " 

为 保持 A 不 滑动 ， 必 须 有 

Jl xu W,. 
将 上 式 代 叉 得 

. 十 站 
Ve rH eosa 全 一 Qu 
x] D niam spi. 


f; (RA ri) —Q(6r, —r, cos a), 
其 中 万 是 地 面 对 轮 子 的 摩擦 力 ， 解 出 


77V, coSs a 


f= i 
为 保持 轮子 与 地 面 之 癌 无 相对 请 动 ， 必 须 有 
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fp —Qina), 
将 上 式 代 大 得 
pORErPP m 
Q MITT mittR+r)sina 
所 以 ， 使 整个 系统 保持 至 衡 的 条 件 是 
他 二 mmim( QU, 
Ans OQ E X pub o At Ju 24 Qi Qs HT, A He iR HETA 
AR M Qs 之 Qi h, eTEN Ana. l 
例 1.17 在 机 械 设 备 、 木 工 . 填 道 作 业 中 , 常 采用 一 种 栅 块 ， 
将 模块 打 丰 下 下 两 段 支 柱 之 间 ( 图 1.63)。 设 横 抉 与 支 性 同 的 摩 雏 
XE n, SOBEMRORSHEHARET Ea BOR. 


Qi. 


图 1.63 mo eme 


NO Ub mEamEr.530o gon. AART EM. E 
: rm Jg R, 和 R0 EH, mi B JB 7; qp 4H nc. dx R, 与 
N, HAD e,, R, 与 Ns RAD p (AA p 和 Ys R 小 ， 在 受 
hA PERRA MEER REANA 8 E WSUEAIUDSA IPBD. 
gh AAHRMROR ZRPE HAE) 4 T ZE 
x), PrE, 
其 中 6 二 arc tg p EER. TEI S G 1,63 (DUE 


Ümar 一 "P 
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PUA. JA EHR H pi IR AAT 
(x22 5, 

WIRREERÓ XANAX Hik AiR iR F WITH. AR 
时 做 自 锁 现 象 。 

这 个 例题 当然 世 可 以 使 辆 列 写 平衡 证 程 的 分 析 方 法 ， 所 得 结 
JRXE— PÉBRS. AiR BIA HM. | 

£1.18 有 一 重 风 的 杆 , 帮 在 互相 垂直 的 两 平板 之 间 ， 如 图 
1.64 所 示 。 已 知 一 块 平板 与 水 平面 夹 角 为 u 证 与 平板 之 问 的 摩 


 JANIMENEISES! 


擦 系数 汉 u. RPR Sga H3 $8pBmTEEH. TUR 
A,B 处 摩擦 力 大 小 的 范围 . 

解 ” 科 用 订 控 角 的 性 质 求 解 比较 方便 。 当 祥 处 在 将 动 而 求 动 
的 览 界 状态 时 ， 说 氛 力 竺 于 最 大 胡麻 所 力 ， 即 罕 板 对 杆 的 约束 反 
力 与 法 线 的 夹 fü 2 f 6, eare tg 4。 

HREAN Rag Ra EH) S SECP C S, A,B HIER, 
R,&üy3EHEGE T D A, ACBD 是 矩形 。 杆 共 受 三 个 力 ， 根 据 三 力 
FRR ED EMi AB 中 点 ) 作用 线 必须 经 过 局 点 , E 
而 也 经 过 隔 点 《 短 形 对 角 线 的 性 ) 质 。 A,B,C,D 5 O n 点 都 在 
Hj AB 3 直径 的 同一 个 贺 上 《 汶 什 么 ? )，ABDX 与 ZDABRE 


T2 


nrm m ma r 一 一 
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对 应 间 :图 着 的 弦 切 角 的 调 周 角 ， 它 们 应 该 相等 。 另 外 ， 从 册 中 
AGES HIZBDX- —a—2,7DAB--B- e, AEA B—a—25, Tr JE 
ia SEI E: 8 a—26, [H] HB. BI EL SSAEATDÉ ac 26z B, BILL, 
HE FRIR ER. ADHERLOT ERZ 
a+ 287 fra— 2E, 

TE Bg ors A ru s EAR RPG 

R,—W asiniía—2), RaW cos(a—£), 
因此 ， WEE 7125 

faz W sin(in—£)sin&, 一作 cos(a— &)sin g, 
4E dE Wn FEAR d PUN 

fac W ain(a—£)sing, fac W costa—&£)sin £, 

同 理 ， 在 另外 一 个 方向 应 有 


fas W sin(a-d-£)singE, fea W cos(a-r £)sin £, | 


1-10 5e 


fr i-e rbELHExE. fücnüosk JIIADEIEGNRUS |) 7; wg. dm Hi 
8 35 AE IR, CUR SEHE IL T- 268 3-75 I8] F3 20 B) PE 3 , 09 i8 28 FI 702 C 
TEH, EA p h, k a a DAEM And AAEH 
wR RERED FRR MED TE SA. mS GS. E A E X. 
可 以 看 成 是 无 数 有 段 小 的 想 线 让 的 极限 ， 因 而 纺 中 张力 的 方向 消 若 
小 直线 段 和 的 方向 了 ， 肥 绳索 中 的 张力 油 靖 绳索 曲线 的 切线 。 这 是 
绳索 的 基本 性 质 ， 

例 1.19 EE ITAR Et ISBERUTE E Ys ow. ok fuc 
Æ (图 1.65) 。 ' 

E Hzi&B GE AREE O cod E ER x iok Eai y fhER 
Ku b. Hr Mix, y fi ]-— Xx. M abt 7j dk T —T Go. 
ded OM ELOAREDEM E. EZIAN O 点 处 的 张力 是 水 平 的 ， 天 


Qi Pii A RAA E RRA CEREN SED BERHAN x5 
fg DAS CHpik. Mi, KP., ERD ATRAN, 
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ri 


sj 


图 1.65 ZH 


AAH, MA H-TGD. Am T iie T.. T HO URAL 
OM Er BÉ Og ws,s Xi OM HM. BUE 7; $2 


DFr=0, TU 4 um C12 
dy 
ZÍF,—0, T(x),-ws, (2) 
其 中 了 。 为 常量 。 由 (1) 和 (2) 消 去 了 (xz) 得 
Qo dy ws 
Venn Ti (39) 


这 里 s=| Vir FOD dr 六 了 解 方程 (3) ,我 们 先 将 它 对 x 求 导 ， 
得 

dy' wo ds wO ————. 
dx CT, de TT, Y t QD. 


分 离 变 量 后 ， 上 自 避 点 到 时 点 积分 ， 有 


Y: 
eri =r, dx, 
Ex arc sinh y' X. 
ü 
所 以 JE Ly! sinh (4. 
d 一 区 一 sin Cr. 


HRA GRAAE x 二 0 时 y—0 得 
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如 果 我 们 取 常 数 “一 -2 
RER, WARN 
Hà ue Er) 73 EEA 

y-c( cosh fJ. 
这 是 悬 链 线 的 方程 。 如 果 


xz 妇 c， 可 将 上 式 按 着 线 数 z 
展开 ， 18. ， s 


yad xy LL 
ece 2 a *3i e 
E n 


+n ++i 


作为 一 式 和 近似 ， 可 取 第 一 
项 ， 即 认为 蛆 线 的 形状 是 
y-—x/20, EE RM , 
ike And x >e, Bl E 

y- let 


这 是 一 条 指数 曲线 {图 1.66》。 |] 


kk ELAR (DAA T o dy/ds 二 wx RE, EHR IT 
[E FIfESàSS Eg 3E E IDKGE ZI AA Qe u A k Rø 
m, RERET., dé ddrjiciRTgouy ow (图 1.67)， 求 IR 
Ha FRADE IR. kk 


Iol— - 一 一 -一 一 一 一 


Pubs" 
E a 


E 
+ rm 
2^ i 


一 他， Hil.68 Æ $E XI) XE GEL d ER 


图 1.87 AR 


T5 
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$j1.20 ẸMI UERR CH]1.68) 。 设 皮带 与 固定 网 
jk ORIRE Z HARR REO 8. ESLAR e. lupe 
"FEET. Pit) A T, FT: EARR? 


图 1.68 Hb EG 


和 解 ” 我 们 分 析 一 种 临 异 情况 . PT Hz dk ED £g AD Ta a 
动 。 取 8 处 的 一 个 小 单元 (其 中 心 角 为 49) , 作 量 它 的 受 力 图 。 两 
端 张力 的 大 小 为 了 一 人 (0 dn T! —T (04-d8) T dT , ik cJ] 
为 d N , 摩 扩 万 大 小 项 2 一 adN。 取 中 点 处 的 著 向 地 和 法 向 n, 
在 这 两 个 方 疝 列 出 主 向 量 为 零 的 条 件 ， 考 虑 到 小 角度 的 近似 关系 


"IN E toni 
sin( yd j= d, cos (二 2) 一 1， 


则 有 
OFQ—O, dN— T( )- c een ao, (19) 
F, =0, TdT- T+udN=0, (22 
XEOO'BNEZRSCAUPAEÉq. AN—TdO, FE ERA (2) 得 
dT — —puT dB. 
aAA 80-0 X] 0—e 之 问 积 分 
Ta 4r + 
Jé TOC eus 
: T, 
因此 得 Tie, 
$46 
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这 是 开始 向 T. 3b DP BU BED KG HE. [3t FE, m RT 9E 
向 T.J36xLPExh. HR LS Ta/T, =, mEOE TQ/T. e 7t". 出 此 
得 到 平衡 条 件 是 


E nid T Taer" | 


x* 六 米 ”为 了 对 上 述 结 果 有 个 定量 的 了 解 ， 设 想 有 一 绳子 绕 
树 两 周 ， 强 的 一 问 作 用 有 500 公 斤 的 拉力 。 问 在 强 的 另 一 端 只 要 
多 大 的 拉力 就 能 保持 住 绳子 不 滑动 ?. 设 村 与 绳 之 间 的 摩擦 系 数 吓 
0,5, ckokok 


TR HfEAGEJIDAERTARSUEdUES MEER. WEAR 
的 单位 长 座 上 作用 的 分 布 力 为 f(s) (图 1.69), 共 中 s ERW, 
f&mEspAIAS/UcHl. EA K s 处 绚 这 中 的 张力 为 荆 人 3)。 


i T 


gi.eo ARUTA 

Hf sabu RR. fRSgE PP SETINDENWCE sm 
EEDS T (G5, XÉGÉ s 方向 的 张力 为 一 了 {s} GEB 210 5c (E78 23 
的 关系 )。 我 们 在 弧 长 s 处 到 微小 单元 As 为 分 析 对 象 ， 则 作用 在 
小 单元 上 的 力 有 三 个 ， 一 TT(s)，T (s+ As) 和 了 4s。 由 三 力 平 衡 
ii T (s-- As) —T (s) f s As—0, 

PHHH As, : 

人 dud sue 


D SupcdcRdpHbrE— AA. Hug HJGEGHEGUD 4E {或 而 积 、 或 体积 ) 上 
的 力 ， 疾 于 琴 时 有 入 中 为 和 分 布 力作 时 弓 索 平生 的 落 本 方程 ， 可 以 利 袁 单 位 脉冲 沿 
k LEH- Xd. CA EUN HEC AEG. 
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a4 4s-=0 时 ， 取 极限 得 
十 二 一 0， €1.37?) 
其 中 T 了 和 F RERE s Hinai., AAE S8 k CE 30h48 77 


$E. EEA AH A 


dx dy oT d£ 
Ir "ds" T,—T- is" T,—T-—5* 


Bi ELS (01,37) 写成 分 量 形 式 为 
d dx 
dU) 
as (T E) fut. (1.38) 
d dz 
d(T jti, 
共 中 弧 长 构 分 ds WERA dx, dy, dz 之 间 有 关系 式 
2 yd 
(ds)? — (dx)*-- (dy)*+ (dz)*, Hp (YAE) HEN =L 
3S CL.37) Bf ELAY SES RED A AERA aA 1- CREE A 
E. HA Tu-—TGs, e r+ n. fn 分 别 是 切 向 


和 法 向 《 主 法 向 》 的 单位 向 量 ，P 是 上 曲线 的 曲率 定 径 了 ， 所 以 有 
dT 


ds t 400 
(1.39) 


T 
p tfo 


*ckock o — THES ZU; E O. 38) EDIT. 19, kkk 
kkk o 利用 基本 方程 (1.39) 解 例 1 .20。 kkk 


DT AUPIEGHEÉRZy ep pE Eo -B2-1. 
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9 HH 
1.1 作用 于 长 方 体 (长 . 寅 .高 为 4a,5,c) 顶 点 4 处 的 三 力 ， 
BAUER AC ，AF 和 AH (天 小 和 方向 ) 表 出 。 求 它们 的 d. 


= 1.1 A E 1.2 Hi 


1.2. 在 边 长 为 4 的 正方 体 项 点 O,F ,C 和 EE 上 作用 有 了 四 个 
大 小 都 等 于 己 的 力 ， 方 向 如 图 。 求 此 力 系 的 主 向 量 。 

1.8 正四 面体 每 边 长 4， 沿 不 相交 的 两 入 边 上 各 有 -一 力作 
用 。 大 小 都 是 已 。 求 这 力 系 的 主 向 最 的 大 小 。 

1.4 ABC 是 一 直角 三 角形 ， 二 A 是 EA, AD HESS. WE 
明 ， 如 果 治 着 A 作用 一 数值 为 1/AB 的 力 ， 治 着 AC 作用 一 
数 秆 为 1/AC 的 力 ， 则 两 力 的 会 力 等 于 沿 着 AD 作用 的 、 数 值 等 
于 i/AD 的 力 。 

1.5 MAZAH, … 力 在 这 两 辅 上 的 投影 分 别 为 下 ， 
和 下,， 求 力 玉 。 设 两 轴 的 单位 向 量 分 别 为 @; 和 es. 

1.6 直 锥 体高 h， 底 是 边 长 为 4 二 4k 的 正方 形 。 设 — mu 
上 有 一 力 F.ock. GUEJGMEXRGA D AHELAmE: OE HERA 
三 杀生 上 的 投影 。 

1.7 Eje ui RF din Oe 中 的 点 0,0,0)} 和 (1,1, 


£9 


Ic 
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D. e E Oxy FHR: (eene) 是正 交 单位 向 量 基 。 米 向 量 
2i+ 47 十 3 下 在 这 组 基 中 的 分 量 。 
1.8 条 件 同 1.2 M, REDRAFT O ANERE O $ A 
程 。 
1.9 ”条件 同 ].3 题 . 求 这 力 系 对 四 面体 中 心 点 让 给 的 大 小 。 
1.10 长 方 休 和 的 三 边 EF 二 a，G8B 一 b，AD 一 c 。 涪 这 三 边 作 
用 三 力 了,Q,5。 求 这 力 季 的 主 向 县 、 对 吾 点 的 主 第 和 对 HC fh 
EA 


Ej 1.10 BH Ej 1.11 图 


1.11 Ah3929 PüS- EA JARRIA. ATEA 
的 徐 边 上 (加 图 )。 求 合 帮 但 年 的 大小 和 方向 。 

1.12 RIE: PHE- HR 43 CHEIMEDA PHI EO PREX 
YRA” AE- dA XE. MEJ A S — JRA GRA 
4i XE B5 kbh T Re AUTE TREE PS ffs 

1.18  B4nzEJRIAR YD (kbr GRIE— AEF 
SE. EH: 这 三 个 力 的 作用 线 在 同一 平面 两 Cn: 在 三 力 的 作 
用 线 上 和 分别 取 不 在 同一 直线 上 的 三 个 点 ， 上 先 证 明 三 力 与 这 三 点 记 
定 的 平面 共 面 )。 由 此 证 明 ， 三 力 平衡 的 一 个 必要 条 件 是 三 力作 
HiH i. 

1.14 征明 ， 作 用 在 一 刚体 上 的 伍 何 力 系 “ 设 第 二 不 变量 不 
2558) ,能 用 与 中 心 轴 线 成 同一 角度 且 太 小 相等 的 两 个 力 代 匣 ， 

1.15 EZH: P,QG8,5, 4), 共 作 用 点 (0,2,1)} 
Pt 一 2,2 ,一 6)， 洪 作 用 点 €C1,—1, 39; P,€—1,—7, 2). H 


— e 
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TEFHECZ,3,10. IATER ex 8] EIE 23 56. 

1.16 证 明 以 下 定理 ， 一 给 定 力 对 对 空间 任意 商 点 的 主 些 在 
通过 该 两 点 之 轩 上 的 投影 和合 此 相等 。 ` 

1.177. BAZA pD ELBIERLBII. IE E HETE 
HAEA- D R PLAE E, 

1.18 已 知 空间 力 系 对 于 其 化 简 中 心 的 主 答 的 大 小 有 定 估 ， 
3t i Ie iT poo dx. 

1.19 ”验证 下 列 各 小 题 所 给 均匀 薄板 或 体积 的 重心 位 屿 在 图 


"HC b. 
C12 PEA a B8 "P TU l b 
fn pa £r cz — B BUDERRG E — 


44^ gena 


EE 1.13612 图 Í Æ 1.1902) S 


C2) 上 底 丘 为， 下 席 长 为 上 的 梯形 板 ; 


ED 1.19(35 图 . E 1.1864» 图 


8T 


m" 
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heces cuna crimi 


(3) EEKS 5, m^. SHA aiit f 
(40 EKA 56, go b, PLANARE 8o 
(52 PA a 的 实心 全 球体 ; 


(62 锥 体 。 
E 
2 EREI, CARM 
R= gar? Hib, 0C-30G6/4 
W 1.1900 m EB 1.19060 是 


1.20 — 4 5B DRE B B S EE TE (包括 球 冠 )， 辆 杜 体 
Bof tsp IRISRÉ EET SEE EBD. ERED. 

1.21 P34JMUtk EHE — fIÉ. MEBT. RHEEDE 
角形 三 边 的 中 点 所 组 成 的 小 三 角形 的 内 淄 辐 加 心 处 . 

1.22 4a 
3i. n — f8sniil. 
证 明科 余部 分 

CHAREE) 的 
RE 重心 仍 在 几何 中 心 
Em 31.22 FE 题 1.23 图 "Hb. 

1.25. 重 帮 的 梯子 《重心 在 中 央 》 与 水 F i a= fi Gr 
于 光 清 的 墙 和 光滑 的 地 面 之 间 ， 下 器 用 绳 系 于 墙角 。 计 算 绳 内 的 
张力 、 墙 和 地 面 的 反 作 有 用力， 

1.24 图 示 均 质 园 柱 重 WW， 夸 码 重 了 P，0C 长 1， AEE 


82 
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Wa., RERE OC -FEEN fS v, 

1.285 长 2! 重 | 
天 的 均匀 杆子 车 在 
光滑 之 墙 上 。 求 平 
frd Eo? RA 
g& Tn B zx Ab B5 Dc 
力 。 设 所 有 接触 都 
是 光谱 的 。 

1.26 长 2a 蛋 
P 的 均匀 要 AB. 十 1.24 图 B 1.25 图 
-ESmIASBEEDE T ESSA. Tint DESARSA E Aral 
水 平 上 之 小 滑轮 C ( 轮 的 中 径 可 忽略 不 讨 ) ， 强 的 自由 端 上 县 一 重 物 
Q. Bá AB—AC, FHIR fü 
ZH., EFT a HERE A 
处 的 反 力 。 


mH 1.25 图 


1.27 PRA Tr ZRET ADB 上 ， 滑 轮 与 所 挂 重 物 
共 重 WW。 如 AC—BC-—a, OC—b, A,B 两 点 位 于 同一 水 于 面 
E. RHH Pk H. 

1.28 ATRAE RKERA Bb. RERW, HABER 
线 各 成 BOR. IXUE MDC TORZR 上 的 DAPA, TH 
jg. GR P. QW Zr [B] 53 R. 
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1.298 BP 的 人 沿 着 长 为 24 
Eo WEEKE a pA 


EA 1.28 图 E 1.29 图 


THE. ETRE hE (如 图 ) .不 计 板 与 地 之 间 的 摩 棕 . 
计算 妇 4,G 点 的 友 作 用力 与 人 的 位 置 CAD-—x) 之 间 R. JH 
EH x soar CIE AP: Ret EE. 

1.30. PEHR AED P. KA ARCE 
HEHE STERA r, ARRA R FR RE EREE. 
求 系统 平衡 时 的 角度 e (ACB ZE) MIERA E AHERE 
A8 EEBEC 处 的 约束 力 ， 


E 1.50 图 i; Æ 1.31 图 

1.21 下 径 为 a mo» h BA CO pp. SEE 杆 AB. 
焰 的 质量 为 ， 杆 的 质量 为 m， 慎 与 彬 光滑 接触 。 求 系统 平衡 时 
FRKE, - 

1:32 HHI TAATA. MEEST 
r. BWE TERA A a t b akatha. XEHH: 在 
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FHR TEARRE 0 pie 7; E 
24^ r*— ab sin 0—a—b. 

1.34 一 不 淮 确 的 天 平 ， 两 释 瘟 挂 在 距 支 点 分 别 等 于 a n5 
的 横 摊 上 上。 两 执 本 身 能 下 相 平 衡 。 一 物体 在 两 盘 中 各 目 称 出 的 重 
量 分 别 为 已 和 驴 ， 求 物体 的 准确 重 最 ， 并 证 R pa 一 Q/P. 

1.84 图 未 天 平一 边 重 量 W ERTS WR BOW. X 
FEARS AREV, EOG AOW Pg HOOC-a, 
求情 和 角 9 yudEOW,W.Wo. RsbG,5) ARRA. Ros M E tE 
ERF AEGRO 8 »bEHE, I EAR (W,—Wi) Æ 产生 较 
KRA I. 


Ei 1.35 E 


1.25 ARH Hi pi E A Hs P IR TDouk dE mom. WI 
P-—P',gkünpP/W 59BPXj. 

1.36 六 根 各 重 评 长 上 的 均 质 
杆 ， 用 甸 链 连 成 一 个 六 过 形 ， 基 中 一 
ARE AEREE., ETIA 
cp eH — gi AB 相连 结 ， 强 长 为 & er 
(a<2l)。 求 强 中 张力 。 gi 1.36 Hi 

1.37  — JRH Aaa IETET XE IH HO ZKIRSIL. Bi 
则 由 一 强 邓 于 国定 点 。 东 68,9 Rta ARRE, IT RFH 
XFI 3E 5C JJ gp EEDIEBDEI Uf. MEH: 
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etg B+ 2ctg p—ctg 地 -一 站 
1.88 ”车 四 边 形 的 四 和 角 项 在 同一 圆周 上 ， 则 由 沿 荐 四 边 作 用 
的 四 力 所 组 成 的 力 系 与 车 等 效 的 必要 且 充 分 笨 件 是 ， 为 的 大 小 须 
与 对 面 的 按 长 成 正比 ， 方 向 两 两 相对 (或 相 背 ) 。 
1.39 一 如 性 强 的 原 长 (未 变形 时 的 长 诬 ) 2o, 强壮 常数 
为 大， 两 端 分 别 国定 在 同一 高 度 的 两 点 ， 两 点 间 的 距 离 也 芝 9。 
分 在 强 中 央 挂 上 一 重量 W， 求 平衡 时 绳子 与 水 平 线 的 炎 角 0。 B 
ENE, GET: H W =0.3ka ff, sina-0,6,) 
1.40 ERRA 
i &t. WEH., AEE 
每 个 重 为 9。 不 讨 摩 
px. EERDE c 
AR. RH EUCH nox 
滑 罗 时 的 情况 。 
1.41 体重 沟 70 公 
FELA, PERRA 
板 上 着 保持 不 动 。 不 放 


N MARDER. Kit 
N 摩 探 。 求 他 手中 的 拉力 
P 3 (nj i? 


EE 1.40 图 是 1.41 Bd 1.42 MRTE 
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BORE Po HE RR m X P e SRL E B fa fro HEMEIED E, JE Em WU 
fiir gHgmxm E, HEKA 24, ägs 其 重量 分 别 
为 PP, Pa REREH SKED o 与 as 之 间 的 关系 。 

1.48 两 个 相同 的 均 质 光 渭 圆柱 放 在 亿 角 为 98 ferm LER 
面 之 间 。 求 在 衡 时 两 团 杜 的 轴线 及 在 的 平面 与 坚 直 面 的 夹 角 0 为 
18 fii 7 

1.44 两 个 路 会 的 平面 uL 
BAe LORD yd DL HP e 2 91 T p E 
Wr Mr, fEJH CEUREI *x pM 
上 的 力 偶 扰 为 MJ。 求 Ehi "C er 
WHERE IE AJIRI ~、 — 

M。， 作 用 在 两 个 轮轴 上 的 一 一 
E R MR, ERTE- 

].45 3X fü X 2a 
SpR., KEEPTE 
£go Rig dE AGB, 
ABZAS di 
角 线 MN Jj ép fé Ag IAS 
B, CAPAT, B = 
Hir bR. Mir 
很 小 时 ， 用 力 一 推 就 能 "m 
AMBIEN, 24 r4 E 1.45 图 
kt, AFB GEERF. REFERA T 值 。 

1.46 EHRT IRR, PRATEN P. Het P 
径 为 及 的 中 崔 击 两 端 开口 的 坦 圆 简 内 ， 该 回 简 搁 在 水 平 的 地 面 
上 ， 吉 扰 略 往 父 的 厚 诬 不 寺 ， 求 圆柱 内 的 蒜 不 致 番 倒 时 硕 简 的 最 
小 重量 多 GERD. 

1.47 三 个 相同 的 重 为 P IL HOJESEIEMETE 8, HUE 
成 一 个 正三 角形 。 下 面 陌 个 放 在 转 内 且 征 此 正好 接触 。 设 福 侧 面 
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ER 1.46 EH EX 1.47 图 


HAIG THER RAER JI AP We RTEZ). ME 
iuh SES BH 9 EMAS F ETHER PE F A A ET E 
Js ' 

1:48 Æ AB óc 10 米 ， 在 梁 上 铺设 有 起 重 机 H 道 。 起 重 机 
gsi, ALERA CD 上。 重 物 的 重量 了 二 1 吨 ， 深 重 3 
吨 。 起 蛋 机 位 置 尽 赴 如 图 ， 起 重 机 的 促 甘 很 在 同一 坚 站 面 内 。 
3k 3c E A dp B Bux JJ. 


Ei 1.48 [BH HR 1.45 图 
1.49 起 重 机 在 连续 座 上 ， 载 有 重 物 卫 一 1 吨 。 起 重 机 重 @ 王 
5 吨 ， 兴 重心 位 于 坚 直 线 EC 上 。 RRE., REE A.B 和 局 处 的 
HRE 力 。 | 
1.50 EHTA. 2 Pk EEA, BARRED. 
1.51 ARAA WA CARERE 5BEN， 分 别 求 支 座 
A, BRI Jie 
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题 i.51 图 


1.53. 求 图 示 析 架 各 村 的 内 

EP zx pA RoEA2nE. 
1.54 ckBED HEAR GUT. 1,2 和 
89 
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3B55p331. A & RF in 
图 。 

1.55 图 示 梅 架 为 坐 个 
EAA, dm AnPH. RE 
1,2 和 3 的 内 力 。 

1.58 ” 均 质 圆柱 体 切 成 
HERNE. AREE 
们 而 把 它们 合 在 一 起 。 强 的 

B 1.54 图 Ud udi Pm. UE 
AEH, pd EIE DEB TEE XETESERU. ATi Hà EI 


REO 1.55 图 BE 1.58 PH 


HEE. mE(EIEDE. deEuibonact. AEWRE E P ELMAS 
tp? 

1.57 PU SO FB Ae i AR SRRE TUE — e Nr Ao B A ER 2 R e 
Tp pA UIN. MRAR RR EHT ERAN 
WEF E. IER: AAAA 6 SAAE. (提示 : A 
3t jgEBI £& rh aS ge 2 E "NER E COE. 3E 712978 f , T — We, 
WE FER, e 是 椭圆 的 偏心 率 。》 

1.58 均 质 长 方形 起 板 重 8 二 20 公 斤 ， 用 球 匀 链 4 和 柱 匀 链 
Bnet. HRBHRSCBCEWMBGKkR4ARE. HÀ CERE R ERI 
CARRIERE E, ITTIA RRHH A eI RARE. 
EC4 一 一 BA4AC 一 30"。 求 强 中 张力 和 支 座 和 4, 吾 的 反 力 。 
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Fm 1.58 图 Fm 1.55 M 


1.59  Bo5zECCABAUKE ETER, TARMA 
775p Jj. ETAO LEHA m e GAS RET. DÀ R Pis 
04,O0DB 和 OOC 的 张力 。 已 知 钢丝 204 和 GOB 的 平面 与 竖 站 线 成 8 角 厦 
与 Oyz 平面 垂直 。 这 些 钢 答 与 上 述 平 面 表 对 称 雳 与 之 成 上 fu. £4 
££OC *ggk FEH Ov fü, 

1.60 MHT AB, Faz, AW, ERRAK 26 EBI 
BPT. BHAC, D ZERERA 2r 。 如 在 杆 上 作用 
一 水 华 面 内 的 力 避 ， 基 和 扎 为 工 。 求 工 和 杆 转 过 的 角 旗 9 之 间 的 关 
A. 


题 I.60 图 EF 1.4 P 


1.651 Wz RERBA. ALETE. ILNERSfBg iE 
Ah A Aar- AA, BACAR G. SEREANTE, 
C ZER D 8h — 8 29 P Rj, 计算 各 条 腿 压 地 面 之 为 。 当 六 
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El jo ee et hdi tni or rd ob le raodo d roman cac da digne eR NE 


28 z& KE [B] ni ip NEU ? 

1.62 ZRAKE PL h Lite X TE— EE TW 
三 角形 板 的 三 个 和 角 顶 上 , 绪 强 的 另 一 端 合 采 于 一 固定 点 ,三 角 板 不 
在 坚 直 于 画 肉 。 证 朋 , 线 强 中 的 张力 等 于 kW, kWa, KW, Hp 

k—[3012 1) — (PRU) T, 
其 中 a,b,e 为 三 角形 板 的 王 边 长 。 

1.63 求证 ， 任意 力 系 平衡 的 必要 且 充 分 条 件 是 它 对 一 个 四 
面体 六 条 过 中 每 一 条 过 的 力矩 之 和 均 为 需 。 

1.64 西 个 相同 网 均 质 圆 妹 一 同 静 正在 一 光滑 的 球形 硫 丙 ， 
它 的 的 中 心 同 在 一 水 平面 上 。 人 和 分 以 另 一 相同 的 贺 球 放置 在 四 球 之 
上 上。 还 明 ， 著 硫 的 半径 天 于 圆 球 秆 径 的 《2w13+1)》 t> MPR 
TREGdBZAEB. 

1.65 WREE E — A HR I dp ToER I P E FRE IRL ER 
捆 在 一 起 。 绳 所 在 的 平面 举行 桌面 而 卫 过 三 球 的 中 心 。 今 在 三 球 
EXA AAR IEZRIHEDUOSOARW, cEfücpigcJ) me ui; 
时 地 能 使 庶 下 的 三 个 球 丰 分开? 


E 1.65 m WM 1.65 图 


AF GREER A BILBAF-—.'B. PB A tii 5s Ee tx mig 
RPTE A A ERRi Fa. 29 J EERS Hk Eik AB 
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将 它 拉 住 ， 术 计 摩 壤 。 求 继 中 张力 。 (图 中 局 和 上 点 是 球 与 情 侧 
面 的 接触 点 。2》. 

1.67 BAP 的 均匀 长 方 体 A4BCD， 共 底面 搁 在 粗 烽 的 匀 面 
MN 上 。 今 使 镜面 与 水 焉 面 的 夹 角 4 深 渐 增 大 ， 同 长 方 体 开 始 洛 
a miMrpzbi S E A NRBIS, a gez Er 
pAnfEKSABLb, AD—a, KHEIR 
j&i zz [RIP E Bex R E DH. 


E 1.68 


1.68 长 妇 2a 38 59 P. HRE 4B 傅 放 在 水 不 面 上 及 中 
径 为 y 的 固定 圆柱 而 上 、 杆 与 水 平面 及 圆柱 面 之 名 的 摩 氛 系 数 为 
az， 杆 与 圆柱 辐 线 保持 垂直 。 求 直 杆 处 于 平衡 状态 时 之 最 大 "= 角 。 

1.89 一 甲虫 与 一 宇 径 当 r PRE Z gu Rp Bg HE SER E 
n—0.20. HUP h TE Rip BERE SU RED E? 

1.70 一 小 方块 A RMD o kt d D b. MERO 
u=tge, Heca, FEAIRT- EO, DORT 
E RI RR KARHE ERREA RM 
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1.71 又 足 均 名 折 梯 立 在 地 面 上 ， dé RE ox P—10mT. K 
i 一 4 米 。 梯 足 与 地 面 之 同 的 磨擦 孚 数 p 一 0.5， 人 ABC 一 人 ACB8== 
607, & SEA XE PE. An tE W —80 ZA JT ÉRALMIe E EB. Hl 
X ATE EBEKADASBE bF. 

1.72 3EW Bg Apk — v LE. 
HERE. BERR EOOH; X8 f 
— Hà. bH xb MT $5 挂 一 重 了 的 物 
ME dCESI- E. A ARAT 
恋 ， 求 重 物 P 的 最 大 重量 ， 

1.73 两 重量 均 为 WW| 的 小 环 能 
在 市 光滑 的 水 平 杆 上 请 动 ， 环 与 杆 之 

M 1.72 图 僻 的 摩擦 系数 为 &。 两 小 环 由 长 为 ! 

的 线段 相 联系 ， 在 线 的 中 点 允 挂 着 另 

一 重量 等 于 2Ws 的 小 环 ,。 求 小 环 W 在 样 上 不 滑动 时 之 最 大 分 离 
KH. 

1.74 本 子 的 抽 展 长 e 寅 户 ， 前 板 上 两 仿 把 手 之 则 的 距离 为 
h«c b Las] Bie s o C nr o ER E EL E F BU CR 725 — T HB 
不 管 使 多 大 的 力 都 拉 示 出 来 。 

1.75 顶 角 为 29， 高 为 41, 重光 W 的 均匀 圆锥 体 放 在 水 平面 
kb. ERR., TEHEDLIEJH KE JJ P, iX Hie ERIS 
锥 体 有 怎样 的 运动 趋势 。 

” 3.78 图 示 物 块 与 科 面 问 的 褒 氛 采 数 4 二 tg5 ， Aih ie 


Ån 1.09 Ä 
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Hx. Seme AB 水平 放 置 时 ， 物 块 刚好 向 左边 滑动 。 主 明 ， 
AEAEE AB 与 水 平 历 成 256 角 时 ; 则 物 块 列 好 向 右边 滑 
5H. 

1。77 长 为 2l AHAHA EES røa HEE, 
杆 轴 与 甸 柱 轴 互 相 垂 直 ， 利 轴 与 圆柱 重心 在 同一 竖 直 平面 肉 ， A 
LOS XC SC ,其余 接触 外 的 摩擦 系数 均 汶 #5 , 求 平衡 时 丁 与 水 平 
面 的 夹 角 的 最 大 值 。 


Æ 1.77 图 Æ 1.78 MT 


1.78 —fagtECI et TOC HE ERER HEROE 
持 在 辣 一 坚 直 平 而 内 。 杆 长 是 球 全 径 的 248. FEWE ERR 
AR NC a v 求 平 衡 时 杆 与 水 平面 的 最 大 二 和 角 昌 ,着 说 明 疡 秆 在 什么 
范 国 内 时 ， 社 子 姑 终 在 榴 内 。 

1.79 ”如 图 所 示 ， 三 个 相同 的 、 均 质 的 厌 柱 条 堆放 在 水 平面 
b. 所 有 接触 处 的 麻 控 系数 均 涛 H, 为 使 上 面 的 项 柱 体能 放 上 去 ， 
EAE EE 


niox. 
BB .78 m Em j.ao0 p 
1,80 TR 10 X«ADGUSESERBEHEBM EIE I2 5^ 87 aE IE nS 
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B.E ehe RESUME EXE ISERLN, n—0.25. PRHE, R 
Jk EE Jg HP. o3 E opIITF BEES HI 
1.81 基 挂 着 的 三 和 角 架 的 重量 是 
w, ELEC., Aa P. AIHERRA 
EAER Heiki A 
数 帮 是 上。 尺寸 如 图 所 东 。 求 这 机 构 
2E. fr IE PEH 71 O 3 RI Ca ub, 
1.82 FAm po HAEC. 
ESEW, JEfpihpUDDLUMRYR. ERE 
IFRA a.. RHPA 5, H5 
AC [8l Bg RER RE tge, A Ak Æ 
ODE HE, pibfeds Hi aA 256 5 EE 
Bl. Edi ER Rok EHA PF. 

1.85 均匀 的 杆子 放 在 粗粮 的 水 
平面 上 ， 在 杆子 的 一 端 作 用 一 垂直 于 杆子 的 水 平方 向 的 力 。 当 平 
衡 破坏 于 样子 将 绕 那 一 点 转动 ? 

1.34 一 质 虑 放 在 粗糙 儿 面 上 ， 和 妊 面 倾 前 正好 和 锋 于 质点 与 娃 
HRS HESXfg. 一线 罕 过 笠 面 上 一 小 孔 后 与 质点 相 联 ， 徐 徐 奉 动 
2X BJ 55 — ERBE LES TE E ELTE TR PREIS ES ah CREEP RECTE TEE: fü 
状态 ) 。 车 起 始 时 质点 IBS 于 小 和 孔 ， 证 明 ， 质 点 的 轨迹 起 上 先是 
Ax Keri. ZUE 7E— dU. 


1.85 图 示 两 重 物 ， 竺 
EHAR. 4 oRPO. Es 
系数 上 二 tg e, TIHE EEIE 
Bx j2 RR. JPAGE Q RI BË mH 
CF GEP Lin—3GEOSW 
Rob 的 物 块 。 十 明 ， 人 能 加 在 上 
面 保 皖 邓 统 平衡 决 态 的 最 大 重量 凡 笑 于 

P sin 2€ sin (a+ B) /sin(a —£) sin (fi — €), 
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1.86 ib homm Ei iTe EA Hm E. AHE B9B S F 
Fo, $ucESOH -ONUUBRECHUZRCT GEAR. bi AH BUND 
线 成 45" fü. TF mi Emme T AEE Ti^ A 
z BIB MEdEJR EC L5 EmWy--4B. SEE E EGO rH 
FREES PERR B TE 

1.87 WE PARS kE e 租 ，。 一 不 光 请 的 、 均 匀 的 
杆 经 过 全 处 钉子 的 下 进 ， 压 在 高 处 千 子 的 上 这。 后 者 引证 的 重心 
JE. Ed OO XUPIEI T I EB BS oy HA acf b >a, ATEA m 
HERRAT n. ATHIRA XU. HERA 

i 二 (bate dtatb, 

1.88 KIMEI 《不 一 定 均 句 》 下 问 丰 用 球 镶 链 与 地 面相 
XE, Lim B EMA 
TEWE. ARGA 
PEHÉ AO-—ac! it+łF 
EH JCEBDAOB 
EUER AOCSS: f1 
为 <。 WE BJ FT 55236 A 
[3 BE dic 55s c 

u—sw'(l/aj?*—1tga 
GET: BAREEHLOD BAIT Ei 1.88 Hi 
[8] «^ [E] 9. pI 60 F& 75 po, 

1.89 —'Eiü-rlI-HEES T 01, HEYEPPEJT- E. 大 这 两 钉子 
处 ， 绳 子 的 切线 方向 与 水 乎 线 分 别 成 。 和 月 角 。 证 明 ， 两 箱子 的 
HEET , : 

i sin (a— f) see (a4 B), 


190 X2! ERE. EUER EE TE [8] —2K 7-2 E R9 108] 5 
Af B... mim Uik- R EER 45" 角 。 求 链条 的 垂 HE CF 
的 最 他 点 与 两 钉子 连 线 间 的 距离 ) 。 
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1.81 K2 EO B3 Ho A , 共 两 端 挂 在 同一 水 平 线 上 的 两 
点 4 与 互 上 。 已 知 重 麻 为 上， 求 碳 点 处 链条 中 的 张力 工 。 

1.92  — $8 H3 t Oa dt 28 E FIE 
为 了 的 固定 圆柱 上 上， 其 所 在 的 坚 直 平 
ipud. H n9— TA 
TERRA, 5)— 4 p EdCHEUh. 
链条 与 加 和 柱 同 的 摩擦 AE 4&。 求 平 
tH TEKE k pR, 

1.93 静水 压强 与 水 深 的 关系 。 
设 水 的 重 论 汰 XY (单位 体积 的 重量 )， 
利用 平衡 条 件 证 明 在 水 深 上 处 的 压强 
是 pyk, h po 是 水 表面 处 的 大 气压 强 。 GE: MEAN 
HEESE hH, EELEE. FETE ARR, ) 

1.94 4239 (. HAA rC DARKE. HiH k 
3) d WER H EA KRA 
和 (> 相 。 求 平衡 时 村 与 水 平面 的 


Æ 1.94 


3c f 0 为 何 奸 ? 

1.95 Je UL, EI o, WAHRE AB, Hiet TF 
HEZA, BiB EREA o. 的 渡 体 中 (ps 六 PD) 。 AGXBELZXIBI 
BEBE hich., xdg T Sx m e. 
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1.96  fRok rem Ed ng HEB, TE HE tE H db 5 M sb 
《如 图 》 取 一 小 单 艺 体 ， 单 元 体 的 形状 是 四 面体 ， 共 中 三 侧面 个 
行 于 泽 标 面 ， 第 四 面 【《 土 面 ) 的 外 法 线 的 方向 余 gk aB, e 
作出 小 单元 体 的 受 力 图 ， 半 侧面 受到 的 压强 分 别 为 pxipyr7 和 
p.k, 第 四 面 受 到 的 压 昭 为 一 pa， 忽略 少 音 元 体 自 重 。 DE ZR 
力 系 的 平衡 和 条件， 证 明 六 一 pz 一 py 一 px。 

GER: JL EHI n-ica, MER AA 5AA, e. AA 是 
ar E fara fR L2 


2E 1.96 fH 

1.97 HERA. ME E E R RÍO, 
欠 芷 强 为 已 。 求 单位 长 庆贺 柱 屿 受到 的 拉力 大 小 了 工 。 

《提示 ， 取 守 个 容 占 作为 平衡 对 象 .> 

1.98 AKEJ REREN. P 
M ACB EA a, fuse A Ap EE 
HE Aiie DAET. HEE BREIE J 
HIER: DOKBSRHEDU y, cERGERCT 


EE 1.97 Hi E 1.98 Eq 
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A ii Je Dr BE BS b PEST SUB 3c BET H. 
‘提示 ， 拱 上 每 点 的 静水 压力 焉 下 于 图 拱 的 表面 ， 压强 大 小 
由 题 1.93 给 出 。 褒 圆 弧 取 微 元 ， 而 后 用 积分 ,2 
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第 二 章 ”点 的 运动 学 


在 经 动 学 中 我 们 不 考 蜗 产生 运动 变化 的 原因 ， 内 分 折 物 体 是 
怎样 运动 的 ， 以 及 确立 合适 的 方法 去 描 涝 这 些 运动 。， 在 第 一 党 中 
已 诈 究 了 作用 存 物 体 上 的 力 ， 在 第 二 、 三 章 中 将 dT oops HE TIS 
动 ， 随 后 我 们 就 可 以 进一步 去 研究 力 和 运动 之 间 的 关系 ， 这 就 是 
动力 学 的 内 容 。 因 为 在 运动 学 中 ， 讨 论 的 问题 ON 点 Bug dE GU 
关 ， 所 到 不 姑 把 它 抽 象 成 为 一 个 不 计 质 量 ， 深 有 大 小 的 几何 点 。 
因此 ， 质 点 的 运动 学 就 拍 象 成 为 一 个 几何 点 的 运动 学 。 

绪 号 中 说 过 ， 在 机 械 运 动 中 ， 物 体 在 空间 疏 变 自 己 的 位 形 
(位 证 和 形状 ) 。 抽 象 一 些 说 ,物体 鲜 由 据 一 定 的 位 形 ， 文 不断 否 
定 自身 所 占据 的 位 形 ， 或 赂 说 ， 存 每 一 瞬间 ， 弃 站 屠 里， 又 不 在 
那里 ， 饺 是 那个 形状 ， 双 不 是 于 个 形状 ， 策 动 ， 肥 不 动 。 没 有 电 
KEREL T3” 的 画面 ， 就 看 不 到 银幕 上 “运动 ”的 景象。 我 
HERTE EFS i ERLIK, mA 不 
FREZI. kA EEE (Zeo) d AJLA NL, EA R 
RA? iA. AAEREN O FORE PEHBIRIH T Eg) 
HETA ARE, BRAA EAF. XX 
就 需要 徽 分 法 ， 因 此 . “只 有 微分 学 才 使 自然 科学 有 可 能 用 数学 来 
不 仅仅 表明 状态 ， 并 且 也 表明 过 程 ， 运 动 ” 中 。 在 历史 上 ， 和 缴 积 
分 的 产生 是 和 力学 中 对 运动 的 分 析 紧 密 连 了 着 的 。 爷 利 略 (Cali- 
leo Galilei, 1564—1642) 佛经 研究 过 变速 度 运 动 。 官 步 有 了 如 
EERS. DEPAR RE IERE., FRERE 
z., E— E T AEE. BEEE A A OU 


(D HE. CEDAAGAREE M A N pE 1971 ERR. MOR. IROECTEGENOXUPGL 
有 的 . 
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让 ,和 上 顿 创立 了 微分 学 ， 点 的 运动 学 在 牛顿 和 葵 布 尼 要 (Leibniz, 
心 .四 .，1646 一 1716) 那 个 时 期 ， 基 村 上 已 经 完备 了 。 HÆ, wi 
(Euler, L., 1707 一 1783) 更 进一步 用 微分 学 发 展 了 刚体 的 运动 
学 (1765 年 )。 之 后 ， 法 国 的 普 安 吉 D(OPoinsot, L,,1777—1859) 
KE T Rp EAA JLA E, FALE, EATA ERRI 
法 ， 最 和 近 斤 十 年 来 ， 则 更 进 一 所 引进 了 矩阵 及 张 量 的 表示 方法 。 

运动 学 分 两 章 讲 。 这 一 童 是 点 的 运动 学 ， 下 一 章 是 刚体 运动 
学 与 复合 运动 。 


要 摘 议 物体 的 位 置 人 以 及 它 的 送 动 ， 就 必须 首先 选取 另 一 个 物 
体 作 为 参考 。 当 你 “ 静 些 ”在 行驶 着 的 公共 汽车 中 的 时 候 ， 站 在 
2 路 上 的 观 手 者 却 堵 到 你 是 在 运动 。 这 说 明 对 于 汽车 这 个 参考 体 
和 对 于 地 球 这 另 一 个 参考 体 来 说 ， 同 一 个 点 或 物体 的 运动 方式 是 
不 一 样 的 。 同 样 ， 有 人 要 问 地 球 是 怎样 运动 的 ? 如 果 不 说 清楚 相 
对 哪个 参考 体 ， 我 们 就 无 法 回答 。 在 理论 力学 中 ， 我 们 选 永 某 一 
个 三 维 的 、 不 变形 的 物体 作为 参考 体 ， 大 在 套 萝 体 上 取 不 雁 面 的 
三 相 变 线 作为 标 架 仿 。 这 个 标 架 和 参考 体 是 固 连 在 一 起 的 ， 它 可 
以 代表 春芳 体 ， 我 们 把 它 呈 做 参考 肝 。 例 如 ， 可 以 在 汽车 的 车 南 
上 次 置 一 个 国 连 的 标 架 ， 也 可 以 在 地 面 上 安置 一 个 辕 连 的 标 架 ， 
使 它 的 三 个 方向 分 别 洛 着 当地 的 经 线 、 纬 线 和 天 顶 。 这 就 是 琴 个 
不 同 的 参考 系 。 参 考 体 总 是 一 个 大 小 有 让 之 物 ， 但 当 我 们 装 上 标 
架 以 后 ， 我 们 将 认为 这 个 标 架 可 以 延伸 到 守则 的 E BR 远 处 。 因 
Jb. 45 RERS £5 DETBBDUERUSE EI) (一 个 理论 上 抽 
$RHS—FEXEIRD. HEr HEMER ASH fk, tit 离开 地 球 
很 远 很 远 的 一 个 行星 的 运动 。 在 那里 ， 地 妹 这 个 “实体 ”是 达 不 


D 第 一 章 中 贱 体 上 上 力 村 全 北 的 理论 也 是 图 普 安家 作出 的 。 
Gp HAF- TEZ, de: Lio DO ak SOR RD E de e. DAT PpiBIE MOX 
XLGECTOECHÉBA a. 


102 


m rA 


amt. 


VEG 


rm es or ph uno m 


~] > 


ci 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


Xi T. imifE25de3 ABER] ELSE ff xt 3s, 

AREF FERRES A mt A 览 实 的 参考 
fk. Bim. IAM HERR Pb, 引出 三 根 线 ， 指向 三 个 恒 
明和， 这 个 标 架 的 原点 (三 第 线 的 交点 》】 与 地 心 一 起 运动 ， 标 架 
的 三 根 轴 方向 不 变 Lxx diu dE — d 45 JR LER SU MbD $9 535 7: (E12. D. 
[Hg RIEaqiIRiSIE3CHY Zmeéw3 We. ume x93 op AR OJH HIE. H 
R Eg 在 地 心 参 考 邓 中 线 着 一 根 固 定 轴 《 由 地 心 指 向 北极 星 附 
近 的 一 个 点 ) 旋转 ， 每 86164 b (一 个 恒星 日 ) $5 oT 27 "E, 
以 后 我 们 就 只 提 傣 考 邓 ,而 不 提 贿 考 体 了 。 一般 工 程 技术 问题 
P, WARRE EE AMHR AE f 


图 3.1 dub tX 


参考 柔和 坐标 系 基 两 个 不 同 的 概念 。 参 考 系 选 定 了 ， 物 体 是 
前 止 还 是 运动 ， 以 及 虹 作 怎样 的 运动 地 有 确定 的 意义 ， 然 后 才 可 
以 在 参考 系 中 安 协 一 定 的 弘 标 系 。 企 同一 个 参考 系 中 可 以 安置 许 
dmg. Aud 1-2 中 我 们 全 经 讨论 过 ， 在 群 坡 上 安 冒 
两 个 坐标 和 邓 ， 慢 大 性 对 是 同一 个 ， 都 是 地 球 。 另 让， 上 坐标 采 还 可 
以 有 各 各 不同 的 形式 ， 站 角 坐标 和 极 上 坐标 是 最 常用 的 酚 种 形式 。 


O RANER HbR TARR THE AAT. 


93 


i 


m————M ET ri EI 


Eiht- MrHuSRYEDUEPRI. def [148 b $9 DH E R CER 
于 坐标 系 的 选择 ， 也 就 是 说 希望 所 得 的 结果 对 于 各 种 不 同 的 坐标 
又 都 能 适用 。 为 此 通常 总 是 先 用 向 量 了 表示 出 各 种 量 之 间 和 的 关 
系 。 在 来 解 具 体 问 题 时 ， 再 选用 合适 的 坐标 柔 。 

一 贞 吉 相对 某 一 套 考 系 的 位 置 可 以 这 样 来 描述 ， 在 这 参考 和 承 
hkm PRO (相对 于 这 个 参考 柔 固 定 SD, RUM 
点 的 位 置 囊 示 成 为 向 量 "m 

r= OM, 
RAM EERS APT O BUTLER. Jemi AGREE E, 
在 弛 面 上 夏 ODLDHBXROU C5 X0. EE MEIE r—OM jit sik (图 
2.2). MERI E OX X UL20d9 > EB DEED D] fe r' — 


O'MI Jep O3 O' 4 90 
Hbi EE XL ER IE] 3E ER 
显然 与 7' 是 不 相同 的 。 


* k k Arba o M 
EB AMi EER? k k 


M 点 从 窄 间 的 位 置 随时 他 连 
Hen [b. 相应 地 就 是 一 个 时 
间 二 的 连续 的 向 量 副 数 ， 写 成 

r —rí(t), (2.1) E2.2 Rib bI 
它 称 为 点 的 向 量 形式 的 运动 方程 。 
因为 对 于 确定 的 瞬时 上 上 ， 它 给 出 了 点 在 空间 的 确定 的 位 置 。 所 
以 ， 如 果 一 个 点 的 运动 万 程 知道 了 ， 则 可 以 认为 点 的 运动 情 这 已 
经 全 部 党 担 ]。 

有 从 一 个 向 量 画 数 的 和 角度 看 ， 当 其 自 变 量 + 从 需 开 始 连 续 培 大 
时 ， 坷 量 的 端点 将 在 空间 划 出 一 条 曲线 ， 好 象 一 支 笔 的 笔尖 《 广 


Q 在 向 量 不 能 用 上 时 还 实用 浓 区 ， 
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xoxkcEBUICHEARTECOTISDHEAe dw. m ENER EME TS Sb BU) 在 
HE LAH £x — 45 (因为 不 存在 三 维 的 纸 ， 所 己 我 们 失 xf 用 一 
维 的 纸 来 作 此 拟 ) Ld AR pl EXPE TE E PL TER n 的 向 量 端 图 (图 
2.3) SRM aAa antt h XH f db. EL AE 间 的 一 
Æ JLi "DAL AHR R PS 
3k. eáni EUM ARIEL e 
AR HEARE E E — t I 
在 贺 上 的 哪 一 点 ， 因 为 关于 运动 
情况 的 各 息 还 不 能。 及 如 铁路 只 
说 明 列 车 的 运动 轨迹 ， 它 并 不 规 
定 列车 的 运动 情况 。 如 村 有 一 张 
"AB xU A. GNU ET E R m2.3 AA I ES uk 
列车 离 起 妈 站 的 距离 〈 语 铁路 线 

Ho, BAJE 动 就 确定 下 来 了 。 在 一 般 情况 下 ， 我 们 在 较 
sk BO —:& M, 作为 疆 长 s 的 起 算 点 了， 开具 规定 一 个 指 同 为 3 
的 正 向 ， 歼 么 轨 连 方程 连同 又 长 方程 5 二 s (中 一起， 就 和 运动 力 
程 一 样 ， 给 出 了 点 的 运动 的 全 部 信息 。 

在 进一步 讲 运 动 学 以 前 ， 我 们 先 复习 一 下 有 关 单 位 向 量 和 局 
量 导 数 的 一 些 性 质 。 如 果 有 一 个 向 量 丽 数 丰 全， 当 自 变量 1 发 生 
变化 时 (这 里 的 t+ 不 一 定 是 指 时 岂 ， ETHER, GRK 
小 和 方向 都 理发 生变 化 。 Ch f E iE MTE A at 

A-—AA?, (2.2) 
HepisBAGmmEA BC AE A RO, tJ tB vn EE 
数 ， 而 A'—A/A 称 为 向 量 丰 的 单位 向 量 。 它 是 tit 的 向 量 图 
Ek. c4 tE At 的 向 量 端 图 是 单位 球面 上 的 一 条 曲线 。 
iud A 被 跟 制 在 平面 上 ， 那 么 这 向 量 端 图 是 单位 圆 的 一 段 。 

Dp ERA xf By EX XS 


T ENAT- EFR E = 0R MAE. 
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dA 0 A (t4- At) — A (D 
di 1 At . 


MEL 出 发 可 以 证 明 有 也 下 类 似 于 标量 西数 的 求 TA M: 


dA dB 
T (GA BB) 一 以 dt B di 3 


dA 
- ^4 =- 和 — À +A "b 


LI B+ A ^" E LUN 


d dA 
(A. B) = di 


"dt 


d 2A dB 
a (å x B) — —— —,-—x B-r-Àx di » 


其 中 = 有 分 别 是 常 标量 ，4 是 自 变 盟主 的 标量 两 数 ， 各 和 总 是 向 


E UD. 
ERREI HAG, 23 t 求 一 次 导数 ， 便 得 
dA dA d À? 
"dio di -AHA "d* (2,3) 


Xm iA -是 单位 向 量 的 导数 ， 一 般 说 来 它 拜 不 是 单位 向 量 。 


因为 
A". A=], 
对 此 式 求 导 一 葡 ， 得 


dA 
HETI, GEHETQ EGO GOGDSSSUE DLE SEIL. MULT LÁ 
必定 在 A* BOISDERSRIS C Bie DG Hes P UAE HE rh (H2. D. 
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特别 在 平面 问题 中 ， 它 就 在 单位 
网 局 的 切线 方向 ， 

A 3S G,3) 可 以 看 H. B 
变量 + 变化 时 ， 向 量 和 的 变化 
由 两 部 分 构成 ， 太 小 的 改变 和 方 
向 的 改变 。 如 果 A 的 夫 小 iik 
T. HOA 的 向 量 端 图 在 以 党 
RASPER. MAM 
WE: 如 果 A 的 方向 《相应 地 
A^ HAF dfe. HH 各 的 mz.4 A?CONLH EXE 
向 量 端 图 是 -… 条 直线 ， 则 第 二 项 
为 需 。 在 特殊 的 情况 中 ， 妈 的 大 小 和 万 向 都 不 随 自 安 量 t 改变 ， 
HU 和 是 常 和 商量， 显然 这 两 项 就 都 是 需 。 

现在 回 到 点 的 送 动 的 描述 。 
速度 是 询 划 点 的 运动 特征 的 基本 
物 E. TAR E Y At, 
HOAM X53 SM" 《图 2.5) ,相应 
的 向 径 r> 变 到 ?>+4r， 那 o. 
Ar —MM' j& EI [B] TRE RA 内 
点 的 位 移 。 在 这 何 隔 内 点 的 平均 
速度 是 


ar 
"EO AES 图 2.5 n UR 
HARRIT. Rs Bu EGRE HE COP m 4 
[d], AAEE ESSE RUE DLE ES Hb X IL ALBUS CE ER. 为 
了 使 位 佣 药 变化 得 到 精确 的 描 檬 ， 我 们 采用 了 重要 的 一 步 。 令 
At—0, .有 即 考 虑 总 和 趋向 于 总 时 平均 速度 的 航 限 
MA dr 


T Ar li 
r— lim -;— — lim — — = 
aii, AÈ s= AL di * 
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pulp AE pt ok TERN XL E exe at Je dis io E QE dk oo i AE nop AU t 
ARIE cuf EIE E. B EERDE ARRU GER 
ILHA ARARE HR. KAR EREE 
ph T aep M 《因为 M' gag] MO. LTEM AA M' 和 六 是 
两 全 点 》 这 一 根本 予 后 。 运 用 微分 法 描述 了 和 运动， 描述 了 过 程 ， 
这 种“ 科学 的 《正确 的 。 闻 重 的 , 非 旷 说 的 》 dhAC" , “ERRI 
地 、 更 完全 地 反 陕 着 自然 ?( 列 宁 语 ) 。 

仿 后 常用 字母 上 加 一 点 表示 对 时 间 + 的 导数 ， 于 是 速 底 v 和 
向 径 > 的 关系 是 


(2.4) 


根据 式 (2.3)， 可 将 点 的 速度 耳 成 
— A (2.5) 
其 中 r 是 向 径 r 的 革 位 向 量 。 此 式 说 明 点 的 速度 是 由 两 部 分 组 
成 的 ; 一 部 分 是 由 于 将 径 夫 小 的 改变 所 产生 的 另 一 部 分 是 由 于 
向 径 方 向 的 改变 所 产生 的 。 前 一 部 分 治 着 商 径 的 方 柯 ， 称 为 径 向 
连 度 ， 后 一 部 分 与 向 径 垂 相 ， 称 为 横向 速度 。 
EZHHJELAJSZSE. TRAC. ORR 


zs dr /— dr ds 
一- — ds dt* (2.6) 


Bl pte — du TOR KE GE COENA E PUn MAR 


dr ， dr 一 一 一 一 全 
由 此 可 知 ， -, BE E. 55b. ds 的 方向 是 MM* : AL 
BEVTGEBMPGEBEZOQ. HEWER MT (图 2.6) 且 指向 的 正身。 
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用 王 表 示 切 向 单位 向 量 dr/ds, 
TER (2,60 就 可 以 写成 


(2.72 


* 
型 一 ST, 


其 中 m D RE e dcc Jn 
EL v. ET 以 是 正 移 也 可 以 是 
贰 的 。 当 5 >ot, Gone 
的 正 向 , 速度 的 大 小 一 六 s, 
4 S-cOoBR, Roe WA TRE s:——v.—— s, 50.2) 
相 比 ， T 正 好 就 是 速 竹 和 商量” 的 草 位 向 量 。 益 之 ， 速 庶 的 大 小 
一 | |; Z6 gp b E iYELEBU UP, T3 iR a JAMES, 
则 由 s IERRA. WEHR, Cm EESMOGE [长 
BE) [时 间 ]-!:。 长 诬 的 基本 单位 是 米 ， 时 间 的 基本 单位 是 秒 , 因此 
速度 的 单位 可 以 是 米 / 秒 ， 芋 米 / 秒 ， 公 里 /小 时 等 。 

下 面 讨 论点 的 加 速度 。 设 在 时 间 间 隔 t +A Pg. 3E H 
v Juve, Ae 是 速度 在 此 时 间 间 隔 办 的 境 量 (D 2.70 。 我 
和 们 把 平均 如 速度 ax 二 49/4t 的 极 
BEU, BRR Ap. (E) ER im 3k 


图 2.8 iii E 


E. B 

qua At dv der 
a= m A C dé Co dt* 
同样 地 ， 用 点 表示 对 时 间 上 的 时 
i&xTipe. BU 


(2,8) 


和 速度 的 定义 一 样 ，" HD 过 
FXUXPT MERE UE v. SUR dE v icu 


Mn HR Tele NR RASA B. DR mc an E DOE PROS COAOX a 


《而 是 趋向 op ) HPA. HHAH T o 的 变化 过 程 。 
HREL G.D 5 (2,7) 得 到 


a— 5 T--5T, (2.9) 


将 式 (2.9) 与 起 (2.3) 进行 对 比 ， 式 (2. 外 中 的 EE sT ARH 
于 速度 天 小 改变 〈 把 方向 看 成 下 变 》 而 产生 的 加 速 府 ， 后 一 项 则 
是 和 击 于 速度 方向 改变 《把 大 小 看 作 不 变 ) MERMERE, ET 


以 写成 
* dt ds | *, dz dz 
S$T— $—3s " dt ^ ds ~ ds! 
V 其 中 已 利用 了 vv 一 1 si 这 个 关 
d 
gi. BUT OUS RE REGE 08 4. 的 
AX TJ Án. 


设 M mM 外 的 切 向 单位 向 
— -一 一 个 
Eo3pExET—MTAcv'.[B MO 
=r' (H 2.8), X 和 外 A 了 TMQ 二 
40, T 


一 一 站 
AvTL-r'—r =Q, 


im2.8 & rm 


dt , AT | Qu d : A 

ds zb wl (AS. = dim | As 48H 
lim | 42.| - 1m | 32805572. | .— Yim Lja es. 
= im As RAT A0/2 | Tapi As | ds 


ds | 
48 是 方向 对 弧 长 的 变化 率 ， 叫 做 曲率 ， 它 的 倒数 = | 35 | 时 做 


VEG OR NOUO IS. v 1:) 3] 4 Er E 
1i9 
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kk Tt, dk “ 杰 得 但 厉害 ”。 让 线 旦 曲线 的 一 种 蛙 殊 情况 ， 是 
^ -点 都 不 弯 的 ”曲线 ， 它 的 曲率 牛 径 为 无 穷 大 ， 曲 率 为 雾 。 在 
REFSER, BRKT PRERA, HRPE p R 
P. 

至 看 dr/ds 的 方向 ， 它 是 DO 的 极限 方向 ， 显 然 它 下 站 于 急 
向 了 ， 基 在 曲线 的 法 平面 
内 。 另 外 ， 当 4s 赵 于 堆 
上 时， 三 角形 MTO 所 在 的 
Em P 在 空间 有 一 个 极 
限 位 置 , 旦 做 密切 平面 (图 
2.9(a)) ,dry/as 必定 在 这 
SEHR, FEH i 


E RER M i E t 
T PRIOR 
法 线 ， 指 向 曲线 内 中 的 一 
Jj. WRH E AEG 
曲线 ， 那 么 密切 平面 就 与 
曲线 所 在 平面 重合 ， 主 法 


£k dp T x Aj- 2E- i Pag d 
it. 
如 采用 ”表示 主 法 线 图 2.9 SUE dOESEX T. 
18 15] EL Sa P3 EA aig r[e] Eb. 382. ef ELT 3] 
dr 1 .. 
on (2,105 


T MRE at AHE, M EM d: RES TEE SS. 
MHG, KMOKM!-As/AO0gpRE Hack dS. MERREN 但 不 是 ER ST. 法 
BEA ERRE (Xp MI Ei MO MEH Hi SE Po, KM RRN E HERE ER. 

© um —-ARUr[uDHREESI, cil M sz ROROSBUIIEGETW x HDEL 确 xE — ED. 34 
这 两 个 加 还 点 同时 趋向 于 M dugi. XC RE A R MORk Ov peg E 并 点 的 密切 四 ， 它 的 半 
EHRE M gU HA EE. VMOUDBEDÉETE UICE GE JE Age Mom. 
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[RAGRO.9) 中 ， 最 后 得 到 加 速度 的 表达 式 


(2,11) 


由 此 可 见 , 加 整 座 有 两 个 分 量 ,一 个 是 切 向 分 dE a — 5 — v , 它 是 
册 于 速 弃 大 小 的 变化 产生 的 ; 另 一 个 是 洁 向 ( 主 法 向 》 分 量 
an :二 W/p， 它 是 由 于 速度 方向 的 变化 产生 的 。 l 

我 们 规定 ， 同 时 垂直 于 切 向 和 十 法 向 的 方向 叫做 副 法 线 方 
向 。 副 法 向 单位 向 量 记 作 ,有 关系 式 5 二 TXn。 从 式 (2.11) 看 
出 ， 加 速度 在 一 法 向 的 分 量 为 需 。 因 此 全 加 如 度 的 大 小 为 


e I 
o=|al= y Sitoo =y i +t, (2.12) 


下 耐 举 一 些 重要 的 特例 ， 以 加 深 对 上 述 讨 论 的 印象 。 
直线 运动 ”点 的 速度 只 改变 大 小 ， 不 改变 方向 4。 因而 深 有 
法 向 加 玉 度 ， 故 加 尝 度 沿 盐 线 。 可 以 把 直线 的 曲率 企 径 理解 为 无 


Jk. WEL 时 ?二 5，4; 二 5，an 二 0。 例 如 在 等 加 速 直 线 运 
动 中 ， sst t,t Lag 其 中 Sosto, fo 是 常 什 。 Pv, = s 一 
Vot Go, a, =p wR EAH d0, yt] Ea 4 S8 E tga h a HIE E 
HRPA aK Rz 4R ERE EMT. 

EE HAE 速 庶 只 改变 方向 ， 不 改变 大 小 ， 于 是 如 速度 
就 只 有 法 向 分 量 ， 即 aoa, dir ARA DR T 


贺 辕 运动 ” 妈 就 迹 是 牛 径 为 只 的 圆 (图 2.10)?， 则 速度 和 加 速 
讼 公式 如 下 ， 其 中 法 向 加 过 座 也 就 是 向 心 加 速度 《指向 关心 》: 


的 正 负 仅 表 示 点 在 直线 上 运动 的 指向 有 变化 :方向 尺 是 相反 而 已 .这 各 情况 
我 们 可 惯 于 说 成 方向 不 误 。 
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(2.135 


EFC RCE S: 46b EE PEIUS EEG 
EAR. 

XO. O2, 8» JE Hi pin t A A 
FAm AE Emm dom 图 2.10 图 同 运动 
显然 ,它们 与 采用 鄂 一 种 坐标 系 无 关 。 式 仙 .7} 与 (2.11) 古 通过 运 
动 轨迹 的 切 向 和 法 向 单位 向 量 来 表示 点 的 巡 度 和 加 述 座 的 ， 它 非 
常 明 确 地 表达 了 速度 与 加 速 讼 的 大 小 及 方向 这 两 个 方面 的 面 有 竺 
性 ， 这 种 故 示 法 是 做 本 性 法 , 布 式 (2.7) 和 (2.11) 趾 做 本 性 方程 。 


kkk — DEBRIEDDURCAU— Udqoik 所 二 一 2pxty 轴 坚 直 间 上 )。 汽 
车 以 匀 洒 率 通 过 榴 面 。 问 在 什么 位 填 汽 车 的 加 术 许 最大? k k k 

*ckok 一 点 作 直 线 运 动 。 它 在 某 一 时 肇 的 瞬时 速度 和 瞬时 加 
EEA TE., AR EAE? kk 

k*k EAR TAR DnE EE a TE EH 
yn TRW E EEE RaT A EREA OCE 
Rois) LRA, EEA mE BECUGRSuIH EOTROAERI kk 

kkk FI AE A e ST E un? 

dr —vedt, dr—vudt,dv —adt, dv,—a,dt, 来 于 于 


2-2 WAEREA 


公式 (2.4 和 (2.8) 是 向 径 . 速 度 . 加 速度 三 者 的 向 量 关 系 式 。 
在 解决 具体 问题 时 ， 人 们 关心 的 是 速度 、 加 速 应 的 具体 天外， 以 
及 它们 与 茜 些 已 知 方 向 的 夹 角 ， 因 此 只 有 向 量 关系 式 还 解决 不 了 
HE NEAN XA AE EROR. dois] Rin] 3C Echt HEEL IRL A de Ex 
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To BPEJ RJL A. 

EPS HERI S E RHEE TEA Oyz, Woe JEE 
一 个 辕 定 点 0 RA a EE h Ox Oy, Oz EEZ, E. 
HE ETHAEE, ARR SO A ina cR AA F1 
Bg 3e rr EE CER 2 3E. 3E a 
E) GJ kh ERR, Gli, 
J.k), EDF ERRA E 
坐标 A BHgxJ—k. 今后 
我 们 如 果 没 有 特 葡 说明， 所 
HÈS Bn ER 是 c FEP 
JE. EARTEN 
RESE RPR A 
都 保持 不 变 的 常 m ok. d 
如 :在 地 球 这 个 参考 系 土 ,可 
EL RN Bb rii E 3E— bx 24 O 
作 为 原点 ; 取 Ox ,Oy ,Oz 3 
DRM Æ” Ae X CBH2.110 . X PESE ILIA Me n SIUE fox ZR AG DE A, 

TET BBRRTB. miz r fbr, 2) Bue RE 

r=xi+ AM zh, (2.14) 
因此 ， 运 动 方 程 + 二 r DEEA bn ob s A y RA 
x-x(t), y—Jy 0, z-—z(b 
表示 ， 称 为 站 角 坐标 运动 yg) 
H8. mtu. 
那么 这 一 组 方程 辟 是 轨迹 
B5 2: 3e Jr HE. 

$02.1 一 架 * NLIS o 
东北 某 方 向 等 速水 平 航行 
(PH2.12). EREKE 
rH, EAE BU xd) 7j fà 7g Bi2.12 EPLI A E 
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I cvmw A mU. AEL ne 4-3 p ra ama e V ma cr 


xz Xot UL, 
| y — Jot Ust, 
xc Rh. 
Xbox, gu A EEE ON IdeRE 二 0 时 飞机 位 置 的 坐标 ，v， 和 
v. 也 是 常量 ， 分 别 表 示 东 向 和 北向 的 速度 分 量 。 求 飞 负 的 胃 迹 广 
FUSE 7; F2. 

解 ” 由 运动 方程 中 淮 去 参数 t 得 到 


xa 上 一 区 0 
Dy c WS ` vh, 


1 
EZ: KEAP =k 中 的 一 条 这 线 。 
Hx £—0 Bp HL rE Mol. So 5) 92. Is ug en, S 
t HECHO VBLÉUIx x7; [5 3 5 EA ó. MA 
TT E 
s=" as=| rE OAM Sp CURA 
Mg 


SETLETL 


-[v vI rg d= viet? at, 


KREEF E. EIER RLR: E AI HOO e E f fin | 
Bb der; MOODO—GRE&, CRM 


v= x(1)i-- 9) j- Zt k, (2.15) 
xk 1. BH Be TE IE fe 4p bc dd E80 HE RAE JE AI M ae En 9 — AR 
Xe, Hp 

(2.16) 
由 此 得 测速 庭 的 大 小 为 
v—vstevpkvpcy vate, 
e 的 方向 由 方向 余弦 给 出 
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eos (s, P) -—, eos (o, h 一 一 和， cos(u, b) = 
将 式 [2.15) Hd —— ck SR. AIE EAER 
a ri y+ Zk, (2.17) 


AmE BE a frabts$à ERIS ED 


a.— x, ay— 3, iss z. | (2.18) 


EG HE ARADEA oh 24g 
ay x? +y? 十 2 

其 万 和 商 也 再 相应 的 方向 余 些 给 出 

cosia, i) a cos (a, J) = C, cos(a, k) = 

如 果 点 在 平面 上 运动 , 一 般 咒 把 这 个 平面 取 作 Oxy 平面 。 山 
bab xcu. EID AGHEBE,. EE SEATS AE IE ear 了 ， 
ER 25 "fr Yap tH SEP. 

912.2 撮 射 体 运 动 ” 运动 方程 是 


; 1 
x—Uytconü,  y--u,Lsin 2—7,5 9t, 


Aoc. RE uu. e Epi 
fü.g 是 重力 加 速度 (图 2.13) 。 


分 质点 的 运动 。 
解 Eea Api 
18 UL i 7; Te. 
a | 
VS "302 cosa *e Bj2.13 ”折射 体 运 动 - 
"E nÍ dx s n 
o tasin Z pg € võ sin a cosa ht 
y 2g —-— 5m g ) * 
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H MH, dH, uk eip a ^ Byib dE 
U$ ， to 
Waco aee ü, JA— zg 


现在 我 们 分 析 点 的 速度 和 加 速度 。 和 将 x 和 3 的 表达 式 求 导 一 
次 得 


P: 
sin" i, 


x —Ug cos a, yo sina— gt, 
t= sinait, $o-0, ARENA BE a HET 点 A 的 时 
刻 ， 此 时 的 速度 灌水 平方 向 ， 即 一 zcosai 当 r2 77 
时 ，3 二 0， 就 得 到 射程 


sin a 


ari 


x—lL ud a sin à "M Ga 
HE PoR EA bi EA R 
x =p, y 一 — p 
所 以 加 建 度 为 
a 一 — g=’ 


其 中 里 咒 示 重力 加 如 度 向 量 ， | 

例 2?.5 梯子 上 一 点 的 
BA FAB Hp ues 
分 别 沿 堵 和 地 面 滑 动 《 图 
2.10 , 它 和 地 面 的 类 角 8 是 
t 的 已 知 醒 数 

9 —8(0, 

梯 于 上 有 一 点 M. A 
B 点 的 距离 分 别 是 4 和 5。 
分 析 M 点 的 运动 。 

RO Heh im A Oxy 如 
图 ，Ozx bmi Or i. 
则 M 点 的 坐标 为 
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x-—acos 0 (t), y —bsin 80, 
A ESQ) 904, BEI EBIUCIE 3 307 Ré. IE AR SX 9 
就 得到 轨迹 方程 ， 筷 是 一 个 椭圆 
x? y? 
wp tog ol 
根据 题 套 ， 梯 子 和 运动 时 OM 点 限于 第 一 象限 ， 即 上 式 要 e x20, 
yz, 


点 的 速度 授 影 为 
x = ——afsin 8, y =b9 cos, 
sh v— — aD sin i+ bô cos 0 J 沿 炳 加 的 切线 方 向 。 当 re 
下 时 ，8 PENES, HB O9 l0. W e 的 方向 如 图 所 示 。 
HL BO n ol HE 25 
a— ( — a sin 0 —a8? cos 0) -- (bU cos 0 — bÓ? sin 0) J, 
in )— 344, 则 8 一 0 (在 动力 学 中 将 看 到 ,光滑 梯子 由 于 重力 作 


Hm Tb, SEET), Eta =P r, Hp ea 指向 DO 点。 在 
一 般 情况 下 ，a 的 具体 方向 要 看 8( 昌 是 什么 样 的 苗 数 才能 确定 下 


例 2.4 简 谐 运动 的 合成 C n 
点 的 运动 方程 为 

x—asin wt, y —bsin(uft-Fca», 
这 吉明 点 在 x. v 两 方向 的 投影 都 是 简 
谐 运动 ， 且 频 雍 相同， 但 有 相位 和 莽 
别 。 分 析 点 的 雪 杰 和 加 速度 。 

解 ”点 的 轨迹 是 频率 比 为 下 的 利 
gÉXxu(Lissajous) EKE. 150, T x, 9 
B XxxEXUBES:I XA. mc 解 得 


T x , ? 
Hji2.15 AERE ain ol = RA y XB 


AN b UI CR RU mi n—————À 一 一 


- [aa ee I n Reni Rn 
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y= (b cos a)sin wtt (b sin a) cosa wt 


(b X 
mes ajx +ib sin a) cos ot, 


MON T 


cos ut^ 


^ b sing asina X. 
FLA sin? wt + cos? et—1, BD A8 dide 75 f 
y cos gd Q2 AVE 
(5 sina asing x) +2) =L 


x* 2 x : 
gt z +r- a cos gaing, 


这 是 一 个 椭圆 ， 它 与 由 xx 一 土 s，Y 一 土 上 所 杠 成 的 长 琅 形 琴 切 (为 
佬 么 ?)。 在 一 0 时 ， 点 在 MO, painay 处 。 图 中 4 点 的 坐标 是 
(a,b cosa), RI ELUEH] OA dj OM, XE H6 [AL d —5 3c 88 "PES, 因而 
A6 IBI AX. -5 P rpze 4T IMDE BCDE WU. 

点 的 加 速度 汶 

a — aw sin wt i—buw? sin Cot to F — — wr, 

这 说 明 在 每 一 时 列 e 总 是 指向 中 心心 的 。 上 

例 2.5 PESAR igi T OEC ELI OCIO 30 HB UE xh CER 29 £l t 
zi (92.10. i TAEPA — EE IER" P3 m5 o FLU A fria 
BE CAR W.I xr PriF — EUM Bs sl. 


His.i16 ebd 
A 歌 轮 子 所 在 的 平面 A Ar F R. CEE ER AHE 
Ax d. HERMA AEE T EE 《这 时 轮 上 计 点 刚好 与 x* 
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PRIIT AD 为 原点 和， 如 图。 设 在 任意 时 齐 t. HTE A 

为 CDM 一， 它 是 诗 的 画 数 ， 避 是 轮子 与 其 轨道 的 接 舰 点。 

Ed f6-T-itxmbil MPSUEHALGE, kk ACILUNJS CM —Re,. 。 于 是 得 出 
x — AC — OM aing, p-—OC —OM cos p, 

或 x—R(e—sing), | y—R(1—cos f), 


这 就 是 诈 轮 线 的 参数 方程 。 
速度 的 分 量 分 别 为 


LJ * LJ LJ 
x—Re(1—eosg$), y= Rysing, 


上 式 中 导数 yg 可 以 这 样 求 出 ; O 点 作 直 线 运动 , 有 


xo-- AC — Re, 


对 上 求 导 得 xQ— RP 一 u， 因 而 ?二 Wu/R。 由 x 和 可 求 出 加 点 的 
PESE wd | 


v= [2a 2—R|9| V2 cos p) 
m [2R¢ sin 2 | —uMC/R, 
| 一 一 一 
XB Bf DLE SI v WA rose T CM, 
m e-—0dn2-HBb, MEmADbfESIEqueiE. BRA GRUB. SERE 


的 速度 分 量 x—0, 9—0. mgbfBI—A4 EG. HTE 
地 渡 动 时 ， 轮 子 上 与 地 面 接 般 的 那个 点 的 双 时 速度 为 雳 。 


同样 可 以 求 册 地 点 的 加 速度 分 Hx 和 3 ， 从 而 算出 加 速度 
的 大 小 与 方 网 。 值 得 注意 的 是 在 4 点 和 忆 点 ， 即 当 愉 点 与 地 面 接 
艇 时 它 的 加 速度 大 不 等 于 笼 。 1 

例 2.6 点 治 螺旋 线 的 匀速 运动 ”已 知 点 邓 的 运动 方程 为 


k 
x> RK cos wt, y=R sin wt, z=- T» 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


点 的 轨 束 是 一 个 辆 杜 面 上 的 螺旋 

Hz (2.17), Bikk-pfAog R. dn p. 

EDA, SIAR FERAE C 4 六 
| 
l 
| 


i — n! 一 -一 


旋 线 的 曲率 咎 径 。 
解 速度 大 小 为 


r= xXx2 十 2 十 加 2 


= Rt (72035, LU SY 
它 是 一 个 常量 。 速 度 v 与 < 轴 的 X Y of * 
3E fg 2j are cos(v,/1:2 ,也 是 常量 。 图 ?.17  "R ONERR LE 
加 速度 a 的 投影 为 


ü= xs ay- —0*y, a=] 


所 以 加 速 庭 a 平行 于 Oxy ETE. Ekas Ro 为 常量 ， 方 向 
洛 着 点 村 至 z RAUERER ME, da 
向 z= f, 

对 于 螺旋 线 来 说 ， 由 于 切 向 
单位 向 量 = 与 = 畏 的 夹 角 不 变 ， 
当时 间 主 或 弧 长 s 变化 时 ，F 的 
向 量 端 图 是 一 个 水 平 的 加 (图 
2,18(b)), WEZA JL faf 3€ 26: m 
W EEn 必定 在 水 平面 内 ， 
ffH.- v3kb. 就 是 图 中 MM 到 
HAER MK 方向 . AARE 
PET GREULLDI TIL AE i 
Jc A dn E BERESE-T Me 向 加 速度 人 的 向 量 端 图 
Re^, X Ei uoa Ae AL 
(2.13), PRH REREN 


UP a RI (h/ 23) 2] u h? 
P=- aR R a T R 


图 3.18 $ EE i n JL DT 
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EER MK Ei MS 二 9p, 则 S 点 就 是 曲线 在 MM 处 的 曲率 中 
Us DiR BD S 2oIELO HRPE p APR TE EIE IL P. ETE 
—^- HEC AEE, früRieik E dt^ ( Ab kb 58 , RE fS UDIN 
Khi — BÉ. HI2.18 (2) PERTHE QA fr pp B — 0 x n. | 

T kieTERSI— 4 de RH CES AI IRI BG IÉC P 4 Es RUNE I8] — 
ERI GE Be REPNE HE BS 26 MA SAC 

设 一 个 坐标 和 柔 的 原点 在 OO， 单位 向 量 
B i Alida is] e PERRA AEA, 
单位 向 量 基 8 25e, ese d UA O FATE 
套 沽 条 中 取 定 以 后 就 不 再 改变 ， 同 样 基 i 
和 日 在 取 定 以 后 方向 也 不 再 改变 。 同 一 点 
地 在 两 个 坐标 系 中 的 向 径 分 别 为 > 和 
《图 2.19)， 它 们 之 间 的 关系 为 


Ki2.19 Im —)E dE dm r=0Å+r' (2.192 
EUERESOOE REAREA 8 1.2) 29 


Di Pi Pis 
[o,s €53,65] — [45.25.25] Pa Pos Paa |. 


Psi Psa Paa 


或 简写 为 
e —iP, (2,20) 
JErp EHRE P RI 39 nk; — 6i * £LC,I—1,2,3), 
设计 点 在 基 i BRA BRXJ|E A x — 1x1, xi,x1]T. TE ME e rn 
的 坐标 列 阵 为 x* — Ixioxisxil^. AGHRGEGE P hA 坐 标 3 阵 2 
X4 — [XA 15Xá 2 XÀ QV. CT 是 HBBREETIG GR Or. x! mO, A 259 
r —ix!, rx", DA iu. 
将 这 三 个 美 系 式 代 太 (2.19s AERUHOG.20 得 到 
ix' ~—ixi+ ex —ix4 -- ipx*, 
由 此 得 到 
132 


—€———— 


一 = 一 一 一 -一 -一 一 一 一 
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| X'—XxÀi-FPx', | (2,21) 


X& BE JE LAE REZET ff E81 — 1 54 E PA T A FRI EIS EC f Pops 8 Hb EO e b 
变换 公式 。 把 它 写成 分 量 式 就 是 


xi SN T pur + Pax + Pił, 
| xi = xia Da Y] F pX it patis 


XiT Xaa F Parti + Das s F D; Xj 


再 看 速 度 分 量 的 变换 式 . 设 o 和 w' 分 别 是 M 点 在 两 个 坐标 系 
中 表示 的 速度 ,将 式 (2,19) 对 时 间 上 求 导 ,注意 到 OA 是 常 向 量 ， 


d — 
所 以 -OA =ğ, NUR 


p— r =- 0A rw (2.225 
x R HHSXE HE p B TSTe REDE — 1 ECT AEERCRIBNEJEGgHISPES. sede 
BE BEA Eb uh 53 RAR AEE EEA, SETEIEBUALXX E BRA üUDE 
EARDERE Abh. 3E HESS E ABE — T EEGE 77 zz. fü] 
Hg3c fü. JSCYR WRIEMR — TEAPA KER RME, HD] 
是 坐标 变换 下 的 不 变量 。 至 于 速度 在 坐标 轴 上 的 分 有 量 、 上 以 及 相对 
Ae dace 7 [e E03 77 [6] AIRE B SA 53 AR XE TECEE 
将 速度 与 成 分 景 形式 
一 一 1x 一 iv:， z 
v'— r'—ex'—ev', 
HB ov'-—[vei.vi.vilT du vt—[si.vi.vi]T XD deck xE HE WE 
基 i1 和 基 日 中 的 分 是 (投影 ) ,考虑 到 式 (2.20) 和 式 (2.22) m f8 38] 
3 BE TET [E] IE £3 45 Bn ZR TB AER B3 E HA A S 
(EP. (2,23) 
[] 38, 如 a 一 ia* 和 = 一 ea 4r E Mos BO ERE dE p AE 
标 对 中 的 表达 式 。 由 式 人 2.22) 求 一 葡 导 数 立 剂 得 出 aa, Hp 
123 
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34 HE hp HE e p XE. UI zr 3E ILIBL BUE 8 S 
a!-—Pa*, (2,24) 
EK a'c[st,a1,21]7, a'—[ai,a1,a1]*. 
0J2.7 重新 考 虐 例 2.2 中 的 
105i fk xm uh. 5 BOX HA ES oX 
Ax'y'z' 的 坐标 原点 4 在 轨迹 的 
Br. P'uRGEqAEDE, J RAR 


EB 4 Tok!COEIU dn J'£BSR Hl 
m2.20 amm 5 NT 3E ECT EI TRE HE e EB TRE (图 2.20)、。 
n 3R 3E HERO Du 38 BED REE. 


解 ERRA RU Fik QUEDAR], XS e ie E’ 
k'). 它们 之 间 的 关系 是 


1 Ü 0 
[L^ ,I',A'3—[5J,k]| 0 —1 0 ja 


0 0 -—1 
3818 (2,21) 53 (2, 200 48: YE PIT 4E B 38 27- IB] ES A5 E E P8 OR 30 


x xa Lb 1 0 0 x' 
ür Hr t —1 加 
z Lo J 0 0 —i z! 
HIERE BAHASI p bà TR n ELS 75; £229 


t ^2 
-= 
y 203 cos?a . 


由 式 (2.23) 和 (2.24) RE 
(oU. —U, COB Gy Uy, = gl —U, sin dg 
Jn 38 HE 24g 
az c0, | 0, —9,. | 
例 2.8 TEX 012 . Ar EE E wE 2 fer Hee I. Py 5—a, 
Bp ipu HII. TE dms ELRES A 


x*-4-y*—2xy cos a= a? sin*a, ' 
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引入 新 的 坐标 系 Ox'y', "Ih GRIS Oxy £6 过 了 了 得 到 (图 2.21) 。 
于 是 坐标 变换 公式 为 《因为 = 毕 
FRATI ERER = 坐标 
的 项 》 


"1 vx -— l 


TEX A AHE. e IL 
$414 FfüiE. $2.21 AZ inp 
运动 方程 为 
x'—a'sin (vt 4-5). y'= b'cos{ut +5) 
二 ü = . a 
其 中 和 一 2 8 6087.7, b'—./»aGsin—-—, 
加 还 方程 为 
x' z yp 2 
| + (rr) =la 


这 说 明 x' 和 3' Phat i E E Tu. 


速度 分 县 为 
ü : a 
Vyr = Q'u cos (wi *) Uy: zo b'osin(ut 4 5). 
如 速度 分 量 为 
Üg = — WX", dy, — — uiy , 


值得 注意 的 是 aag i'cra,4'-——wir' 可 由 例 二 .4 中 所 得 
的 向 量 鞠 了 系 式 amwr 在 坐标 变换 时 着 沪 有 改变 。 | 

例 2.9  TEZS BEDAE, Hi Hen 8E (赤道 上 ) 的 地 画 和 4 处 取 一 东北 
天 直角 系 14,ei,es,ea]j, 双 在 某 地 号 处 (经 应 为 一 4OC =P, £p HE 2S 
Z COB — A lf Ki Bl ER 75 AU CIEL £3 8 LB i, J k] (2.22. iE 
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Bx BAbRE SE tr ARAI SE 
EMIEL, iJ, k] 中 
H39-4r E Mj OuIU.V, Ueo d Cs, 
&y,0,). 求 飞行 器 的 速度 和 
Ans HE dE[A,e,e;.e,] 中 的 
Ar E. 

E ROSE 85 fs 
MAER TIR P. ppm 
就 可 以 得 到 解 洪 。 这 只 要 取 
JILA PERRE RR. ABA P 就 能 比较 容易 地 求 出 。 

因为 题目 村 求 的 是 连 度 和 加 速 庶 分 量 的 变换 关系 ， 根 据 式 
《2.23) 和 (2.247， 我 们 知道 它 与 坐标 系 原 点 的 选取 无 关 。 因 此 第 
一 步 我 们 把 [A. ei, ex, es] 保持 坐标 架 方 向 不 变 ， 平 行 地 移动 成 
[OO ,e249]， 共 中 口 是 地 心 (图 ?2.22)7。 这 样 一 个 变换 ， 因 为 基 
HETE., PANE EIE E a E 

AFARA Oe’ BRAE 心 不 变 ， 
e, 保持 es 方向 不 变 ， 电 与 #3 分 别 由 #1 与 es 转 过 角 ” 而 成 《图 
2.23) 。 因 此， 两 个 向 量 基 之 同 的 英 有 条 为 


coso (Q0 sing 
ionic Ü 1 o , (2,25) 


—sino9 QÜ ctcosg 


H2.22 REHAT 


图 2.293 #e:# v E2.24 gel —- À f 
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ME ATEEN, Kn ES [el ,es ei] 保持 6 不 变 ， 
eV e, HARE À, BRÍSIIA EERXE[RQA.RI. AR RAY ES 
Ji A pi Hic O $ EHe EA B es, ERA B hr fig Aide A. e PRI 


DE y PADIOEE 
1 0 0 
[i,j k] = [e eh, eni 0 eos sma | (2,26) 
lo —sginÀ cosRÀ 
TEX (G.25) 4A (2.260) 得 
cosp [D sing 
tate o i 0 | 
—sing 0 cose 
1 0 0 
[5 cos À zd 
Q 一 sinm 由 COSA 
3X fei 3 3 
i —eP, (2.27) 
其 中 PP 就 是 坐标 系 [ 及 ,#1 es ml BLB, i JR] T BIS SE TROC 
Bj 
T coso 0 sinp 1 0 0 
P= 0 1 0 0 cos A sinA 
m 0 mI —sin À vd 


cosp  —sin p sin À 
一 0 cos À 
一 8in  —cosqsinÀ 


cos 6 cos À 


sin 9 cos À 


sin A 


| 


有 了 年 阵 P 就 不 难 根据 式 (2.23) 与 (2.24) JR XE BE 53 ILE HE 
分 量 之 闻 的 变换 关系 ， 但 是 有 一 点 必须 提醒 注意 ， 在 解决 具体 问 
题 时 切 匆 硬 套 公式 。 上 比如 目前 你 必须 注意 到 式 (2.27) 53. (2.20) 
的 差别 在 哪里 ， 次 则 就 不 能 正确 运用 公式 (2.23) 与 (2.24)。 ] 
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*ockok  di2,8rPán ab, MA E Ox'y' 使 加 这 方程 
简化 。 oko 

kkk 分析 例 2.4 政 例 2.8 于 ， 当 4 一 0，a 一 下 /2，C6 一 开 X 
8--3z/2 等 尾 玻 情况 时 和 返 动 的 特点 (相同 与 相手 之 处 )。 k 炒米 


2-3 18 Se s ETE 4e s Hi OR 


WR ARES Faas MrT TER AEH WE 
ELS HIE IBI AEn iik., ERE. AMA Aa 
TE pip RT., m MmxsuiRHIEuUJPfe pp, ppt fü 
述 ， 称 为 极 坐 村 运动 方程 。 4E IA MEE EE e" (图 2.25)， 部 
么 向 径 r 二 OM 可 写成 

r—pp* p, (2,28) 
现 将 o^ MMR e 培 加 的 方 向 转 过 
90”， 得 到 可 向 单位 和 耐量 e. in 
F XE 4$ EA TR 45 标 邓 中 取 [6,7] 
AE ERWE, RARER’, 
plait +E RE 5 pa 
BE [4] b fr x 93 A Ae A I] E 
fi. HEAL p] 也 是 革 位 正 
图 2.36 We Zie [HJE- E fü ddr ge E 
EF] 有 一 个 根本 的 不 同 处 ， 就 
是 [7] 在 参考 系 中 始终 保持 方向 不 变 ， 而 [p?,eo?] 的 方向 随 着 
点 的 运动 “EARE, waa” .我 们 就 是 要 上 凡 这 个 变动 的 击 遇 
基 上 作为 基 滥 去 分 解 速 论 与 加 速度 ， 这 种 方法 是 理论 力学 中 的 一 种 
基本 技巧 ， .必须 遂 彻 地 党 担 它 。 至 于 它 的 好 处 ， 在 掌握 以 后 将 会 
TERAH., 


D x. 28): A5 ote? dI LER 2. 5) 中 的 + 和 ¥?. Eg RU IE TE 0 3 
TRE RHS. 
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因为 pt du e^ 不 是 常 向 量 ， 所 以 它们 对 时 间 计 的 导数 不 等 于 
沽 ， 我 们 考虑 dp?"y/ 和 和 dp?y dt。 根 据 单位 向 量 的 导数 与 其 自身 重 
走 的 性 质 ， 可 知 d4pay 颖 与 "平行 ， 共 方向 可 能 相同 或 相反 。 利 用 
[8 2. 26 rf 88 JL fíR[ 2S S AAH 


sin- A7. 
dp’ lim Ap 一 Tim | : HE AN 
dt ut es^ At Dig sep At 
Ap . 
= lim | —— | -—|el. 
diu AL 


图 立 . 2 


px, dp?/dt 与 机 所 以 
RUS 18H ip" /dt— pq。 
I ka mE TE A E 则 po 一 和 xp*。 将 这 个 式 子 


对 +# m. F3 A4 2E BIZ 8 2S iA dk/dt=0, 可 得 


do? / dp? 站 "RI. 网 
i = x (Ppt) 一 一 PPo。 


所 以 ， 极 坐标 中 单位 基 疝 量 的 导数 公式 是 


(2 29) 
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一 一 一 一 cmm ai 


7 HL UK HE A E TE ERE e HP E Ex 38 


9 —pp? + ptp’, | (2.30) 


Anz BE p EE As 38353 28 


a-— (p — pp?) p?-- (p e 25 9)e*, (2,31) 


35 (2.30) #0. EREA 9*1 中， 速度 的 径 向 分 
E U,—p, TRIB] Z7 AE 237. — Pv. " . 

A (2.3D 表明 ,加 速度 的 径 向 务 量 为 a.— 0 —pv*, TE II 
Rob a, ppt p= EO". 

X 3*oc* HAR de bn CB SEC Xeon 8I 5]£5 SARAAN 
Hes TH v., cox ox 

kkk 比较 径 向 和 法 向 、 横 向 和 切 向 之 间 的 差别 。 扒 出 在 
HAR TEZERA Ha ERI k k k 


2.10 Æ— 44T OA, — MO BE, TE/ZIBIPI HESE IOS 
2.272, "E-3l XE AMRA eco, XT EG BRERM,IWTD GE 
XIF AO 点 久 速 地 运动 ， 即 o= OM uu «bu AERE, 


M psp us fmi Bes 
E MgIDIA Mx EI put, g—oet— 从 中 消去 上 便 
2i 7; TE 
u 
PT Pe 
"E JE JL 32832 227; €. 
TH XX (315 nf EAE A H Jm HE rap E 25 
« — — (uut) p? 4- (2uo) qp", 
因此 加 速度 的 天 小 为 | 
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£12.27 HEELS MESA 
aq— uox" at o? t*, 
加 速度 与 水 平 线 的 来 前 为 


ua 
a= dat are tg(— 


2 
T - ijt j- arc e( -——). 
依 得 注 春 的 是 ， 尽 管 旋转 是 与 速 的 ， 点 沿 竺 的 运动 也 是 匀速 的 ， 
但 是 点 的 加 速 庭 并 不 简单 ， 它 的 大 小 和 方向 都 在 不 断 地 改变 。 1 
例 2.11 已 知 一 点 沿 椭 加 轨道 运动 ， 共 极 坐 标 方 程 为 


p 
Fe cosg) ! 
jt rp edt mi ox Osel), 
pl 04k4E PR EG. 县 在 运动 过 程 
中 保持 有 o =c, 6 为 常量 。 求 
证 点 的 加 速度 天 小 与 请 REC EE, 
加 速度 向 量 始 终 指 向 航 歧 标 原 点 
(2.28), 图 2.28 COE T EUER ESSA 

BEES HWER 54r dE 23 


++ + + ] 
ü, =p + Zp P 


p— 


d = 
ur P 955. 
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MA ote —e RAAR a0, Tbe aL p^, HJ a tia f 
方向 ， 共 指向 将 由 4 的 正 负 号 决定 。 
由 运动 轨道 方程 得 C 


将 此 式 对 t 求 一 次 导数 ， 得 


a p = — ë p sinp, 


S IE p29 二 6 RARA 


再 对 上 求 一 坎 导数 ， 厦 再 式 利 用 条 件 pzp 一 c， 得 


Ah 


ce * ote 
— —À CO3 = 
p p ? P 


1 
L p??? LM 


加 速度 径 向 分 量 可 与 为 
aa + an " x z 
ll ird -5 (p* g )?z p 二 
TEEXSOA, FPÍESEXUE [fS 
_ epli eeose a Io 
am a js p př” 


于 是 便 有 a 二 一 全 . - 丰 p"。 几 此 可 见 ， 加 速 诬 向 量 指向 原点 ， 


其 大 小 与 向 径 长 度 平 方 成 反比 。 | . 
这 个 例子 部 分 地 说 明了 怎样 由 开 普 蔓 的 行星 运动 定律 导出 牛 
申 [ 万 有 引力 定律 。 开 普 款 的 前 两 个 定律 41609 年 ) 是 : (1) 所 有 行 
132 
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pin B X. Ee 太阳 运 
zB. ia kIT MR — ^ 18 ux 
ks (2) ARMEA Æ Hi 
Bi faxtü ma -a a EEE, n 
果 把 坐标 原点 取 在 太阳 上 ， 那 么 
p—p/ (1 十 8 cos g) 代表 了 行星 的 
(LX. GERI IBIBIBA Af. 向 径 


扫 过 的 面积 COE2.297p 8$ EE Bi2.29 RBE 
分 的 面积 ) 为 


AA — e (p+ Ap)sin Ap A 
这 个 面积 随时 间 的 变化 大 为 


dt um AL 7 ` 


dA/dt WAHRE, TEA JI PRH Rb e 就 是 两 悦 的 面积 速 
BE. BLAA. 1I P EBER AIRE AERE R d T8) 
一 定 稚 所 说 的 肉 容 实 奢 上 就 是 面积 速 弃 为 常 册 。 
开 普 坦 的 第 三 定律 《1619 年 ) 是 行星 笠 轨 道 运 动 的 周期 平方 
与 椭圆 衬 长 轴 的 樟 方 成 比 侧 。 由 这 一 定律 并 利用 例 2.11 的 结果 
《这 结果 是 对 同一 行星 的 下 同时 到 说 的 ) 可 证 明 丰 同行 星 的 加速 
度 与 它 于 本 阳 的 路 离 平 睫 成 谍 比 。 如 果 百 加 上 生 硕 第 二 定律 ， 就 
可 以 得 出 牛 晤 万 有 引力 定律 。 
如 果 点 的 运动 是 密 间 运动 ， 则 由 平面 航 坐 标 可 以 很 容易 地 推 
广 到 空间 的 柱 坐 标 ， 空 间 点 的 位 置 可 由 三 个 独立 变量 (4,9,2) 表 
iR. din. ATE €HULMg ERE {图 2.30 (a)) ,Pp 是 由 和 雷达 站 O 
HM 在 水 平面 Oxy ERIM HER 9 是 方位 角 (0" 代表 东 向 ， 
90" 代表 北向 }，>z REERHE. SMH o, p2) 与 同一 点 相应 
的 直角 坐标 Gc y 20 2 TEL BOO RE 
其 一 六 tos f, HD sin ps FE (2 32) 


i34 


Prin IMPR NC a BAI Ts ehe am 
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图 2 ,30 HE 


如 果 了 到 p?0 o*25 Oxy 平面 上 的 径 向 和 社 催 单位 向 量 ， 取 去 为 = 
向 的 单位 向 量 {图 2.30(b)) ,那么 "^ ,gp' 保 持平 行 于 Oxy 平面 ， 而 
天 垂直 于 Oxy 平面 有 保持 方向 不 变 ， 因 而 在 平面 极 毕 标 中 已 经 讨 
论 过 的 关于 Pp" e’ 的 导数 的 结果 仍然 成 立 。 即 在 柱 坐 标 中 ， 如 果 
点 的 运动 方程 是 

p=P iD, =P,  z—z((), 
Jn] ;3z E 9 r8] s T EA on S 

r—pp?-rEzk, 
H A 3s BE 55 Jara BE r9 s SN s HIE BE ER Ab rS ITI HB 7S DI, E RT 
k Jii Bp 
p=v, P? + Up tv 
二 pp°+p pp’ n (2,33) 

ELE, 

G-a,p*"-Fa,q* Fa, k 


Lu 


uOp— pg p" -Fipe--2p ep" -zk, (2,34) 
£82.12. HEEM ERE PETERE ES 2.6 (图 2.17) 中 ， 沿 螺旋 
£RÍÓECINEGXE xac s ES) ES HE Es Dnridt HE B9 M a 
134 


CI "ra i. M A r2 Lar rr enm nr 


mi ona 


mH - 


I. ces ato d 


k 
p—RoE Eo, p tut, Z= qu 00. 
根据 式 (2.33) 得 到 速度 分 量 为 
hai 
一 " vo Ro, Us EMPIRE 


所 以 有  v—o REG. 

根据 式 (2.34) 得 到 加 速 座 分 晤 为 

a, = 一 Re, t=O, 8, — 0, 

所 以 有 a—Rw | 

公式 (12.30) 8042,32, DLA (2,32) 53 (2, 3.D A, ap EGRE s ape b 
"EARS Joke E. TEAR TS kb fr fÉ SR. BRIDE 
2.30 (b) LARRA RAH., EE SE EA esp’, k] 与 直角 
5^ by Jn] Br SS L6. k [RI P 2E 2 


p" —cosq i-sin qj, 
| p’ — — sin p it tos gpf, 
kk, 
2X 1E ES RAEAN 
cosp —sing 站 
rati td el cos gp 1 
0 Q 1 


为 子 将 写 简单 起 网 ,分 
B= [e], tz; 63) =| P" p". k], i>i ta, 5] 一 下] 
cosp --—siny 0 
ER 


及 sin g coso |. (2.35) 
0 0 1 
EREA 
e>iP, (2.36) 
值得 注意 的 是 ， 式 (2.36) 与 以 前 的 式 (2.20) 虽然 在 形式 上 完全 一 
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. 样 ， 但 它们 所 包含 的 内 容 却 有 重大 的 差别 。 因 为 现在 的 社 坐 标 间 
BH e 是 随 着 点 的 运动 而 变化 的 ， 而 直角 坐标 向 量 基 ER 向 量 
基 ， 及 有 瞻 在 变换 关系 式 中 ， 变 换 乞 阵 P 是 随 着 点 的 运动 而 变化 
的 ,具体 地 说 ,从 式 (2.35) 可 看 出 第 阵 P 的 元 素 是 变 昌 9 的 贾 数 ， 
而 X Ee E KA JpDLUJARIU CAE k RE PERPE E $558 
Ek, HI PP), ÆA (2.20 P, YHE P dint pie 
六 一 个 常 向 量 基 之 间 的 变换 关系 ，P 的 每 一 个 元 素 都 是 常量 。 

从 第 向 恒基 到 常 向 量 基 的 坐标 变换 ， 以 前 我 们 在 解析 几何 中 
已 学 过 ， 并 在 2-2 中 叉 作 了 重新 叙述 ， 从 常 向 量 菇 到 塞 向 量 基 的 
变换 是 这 种 “ 常 到 常 ” 的 坐标 变换 思想 的 重要 推广 ， 在 理 这 力学 
中 有 很 广 证 的 放 用 ， 今 后 还 要 多 式 逐步 深 关 地 给 予 介 绍 。 

由 于 下 .7 天 都 是 常 向 量 ， 它 的 导数 A053. m [6",9?.k] 
的 导数 上 就 不 全 为 第 。 根 据 向 量 求 导 法 则 可 得 出 


po 一 一 psinp peosoj, 
oa COS 他 isy sin pf, 
k — 0, 
"Ej n, Á UE JE zo E 
— p sin p — 0 
[e° p", k]—[i,J,k]|  €coso 一 psinp ol. 
Ü Q 0 
或 写成 * LJ 
e—iP, (2.37) 
其 中 中 是 一 个 息 阵 ， 管 的 每 个 无 素 由 变换 矩阵 中 的 相应 元 素 对 上 
求 导 得 出 。 


HHA 2.36) 可 得 


(D -ERX — tEn: MB. BDOHCEEB Ron EE np] dy gm. 
E pe; pL ICD, 
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"T ie te 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


il —eP7., 
HFP RESE, PSP BEDA 


i—eP", (2,38) 
Hp PT 是 P BytesrógRM. 


XE (2,38) RAA (2, 37) 得 


=e P'È, (2.39) 
这 个 式 子 的 展 式 是 


[Po ， e^, k] 


. | cose sing 0 
=[p", p", k|! -sinp cose O0 


Ü 0 l 
— gp sin 9 — $ cos q D 
Xi ` proso — peinp 0 
Q 0 0 
H 一 p 0 
L[p',Q".,kl! v Q 0 ja 
0 0 0 


此 关系 式 与 前 而 得 到 的 式 (2.29) 相当 。 利 用 这 结果 ， 我 们 可 以 推 
导出 速 谍 和 加 速度 合式 ， 
Hr 写成 拭 阵 表达 式 为 


p 
rennen 0 | 
E 


XpPtck—ckudh, d8 uk E BOARIE RAH 
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p 


EE 


g— r — [p° p", Kk] 0 +P’, p’, k] 0 


z = 
p 0 —ọ 0 p 
z-[p*,q^,k]| o [+[P pt, k]] ? 0 09 0 
z 0 0 o z 


p 
=[p", p", k] p? f 
z 


这 结果 上 与 式 (2.33) 相 当 。 再 对 +t 求 一 次 导数 ， 1 AE E ERE 
WERA 
* 
a= |, p, R] ERE 


z 


0 一 0 p 
+I, pk] | e 0 0 p? 
0 0 0 z 
p —p3$* 
=[@,p,k]] o9 259 |. 
x 


这 结果 与 式 42,.34) 香 当 。 
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在 以 上 的 扒 导 中 ， 关 键 的 步 又 是 硫 复 两 次 利用 柱 坐 标 持 与 不 
变 的 直角 坐标 基 之 间 的 变换 关系 式 人 2.36)， 即 8 二 LP, ELEGE RS 


T o È (2.39), B|e —eP7P ,其余 都 是 常规 的 运算 。 下 面 我 们 
特 把 这 种 方法 推广 到 一 般 的 曲线 坐标 。 在 曲线 坐标 中 的 关系 式 建 
立 起 来 以 后 ， 我 们 私 现 柱 坐 标 只 是 共 中 的 一 个 特例 而 已 。 


2-4 曲线 坐标 、 球 坐标 描述 法 


在 直角 坐标 中 点 的 位 黑 由 三 个 独立 变量 (x,y,*) 来 描述 ， 在 

柱 举 标 中 则 由 另外 三 个 独立 变量 (olo, c) 来 揽 进 。 一 般 地 说 ,空间 

一 点 可 由 三 个 独立 变量 (91,4;9:) 求 描述 ， 称 为 点 的 曲线 坐 标 ， 
WA AR mHE r Bii Mikat iy A E SEE, Hd 

r=rigi sga: Ja}a (2,4025 

为 方便 起 见 ， 我 们 把 一 个 点 在 直角 坐标 系 中 的 三 个 能 杯 全 72 

"ES (334, X9, x32 它们 与 直线 尝 标 之 间 的 关系 可 用 三 个 数量 因数 责 


am 


zi 
X13)» 
Xa = Xa Q1, Fa G3) » (2,41) 
X3 — Xa (Q1, 02. ds), 
TH BJ Bg e wey Eb SB [og Re 
x, xi x, 
à, dq . 0d 
P =} ôx, Ox Ox, 
0d, dha os | (2.42) 
Ox, xy Oxs 
dq; Öga öga 
简写 为 


ax m . 
P= fpis], Dij EE (1,1 —1,2,3)9, 


>p T E Xi, Xg Xg 之 闻 注 有 面 数 相关 性 ， ED 5 T d 31.02, 022 H3 8E 
m 139 
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仍 是 一 个 三 维 的 空间 ,PP 的 行列 式 , 即 雅 可 比 行列 式 应 该 不 等 于 


4E D gx, Ox Ox, 
dq, dq Jda 
: d 39x. Ör, Dra 
Bum e dg, ER daa FOs 
gx, xs Ox, 


RA dS Ru. AFETA AI h EE AS FRXXUASIETE-O GENERE. XX B3 
JE G5 x2, x3) Ei €01,93 4432 之 加 建立 起 一 一 对 应 的 25 08 CTS BIST ER 
另外 考虑 )。 MH FERO, 41) B CER HX 

Ji =q; CX, Xg X) 

Qa 一 da Xj Xg, X32, l (2.43) 

Ts Qa X1, X2, Xa) a 

再 鹤 间 解 折 儿 向 知道 。 7g 4Eq100,x1,,x40 — 2E ERE. ER Gn x4, xs) 

Zi [B] RI Gc, y, 2) 2 [e] rr fg — - Hh DE. nb CAE REB TET, Sh x UE 
ARAR, x15 3:8 — Kx Mec n]. dnd ETE RE. E, 4.-— 
Bi. «.— Ht REAPER, MUT ZEIBIEXE T 点 M Qno 

Xa; X39) ;总 有 三 个 坐标 曲面 (分别 属于 不 同 的 族 》 在 此 相交 , 它们 
的 方程 是 


Q1 (0, Xs, X3) = di X qo, Xeo. Xa0)s 
| Ja (X1. Xg Xa) — Qa (Klos Xag Xag)» 
Qa (X1 X2, X3) — Qa Gig. Kao: Yao) a 
413€ P3 A1 ER-T- 7 180 JE 9 Ac Ec HR T] — R 26i. PRIUSE*RHBRR, idu 
29 [g] =i; 2,3)， 它 们 分 别 是 ， 
[41] && Br tl £R A 46 Ert iB 4s 二 常量 和 49a 三 常量 的 殉 线 ; 
[43] M cil £3 29 4 Ecl Bi 加 一 常 最 和 0. 0 NERIS Sc £X 
ESEXIIUEYEGXIOEBLÉZ B CUEPLEOS CLEISM 


(p 严格 地 说 ， 应 该 是 在 (41.92,452 "5 [B] eB 3E — 08 B0 EJ PITE RT Hog PI IS 
F, L3 LERLELESTRS EET ERE 
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A Hace E. WARR dull T EET IB. 
经 过 窗 间 中 任意 一 点 ， 总 有 三 根 不 同族 的 些 标 曲线 在 此 相交 《图 
2.31), 


男 2.31 454r ih m n A 3.38 Cg T, tal ida] 


RIR HE [ e, 02.031 , RELA 


u Ör 0r | ðr 
"i Bg,” "an gg ' np jga” 


-于 EA E r 3E o IOE CARTERI a 和 4 不 变 而 只 
YN DAMES Ano 时 )。 从 几何 上 看 ， 

保持 a, 和 cs 为 常量 就 意味 着 沿 坐标 曲线 [gj] 考 虑 问题 。 当 9 改 
变 时 。* SEALS E 在 A LEA s] 坐标 曲线 ,而 e 一 -于是 
沿 着 此 曲线 切线 方向 的 向 量 (不 一 定 是 单位 向 量 )。 类 似 地 ， 

€— 和 =- 区- 也 有 相亲 的 性 质 。 


882.13 HE Es Co, o 4l, Z5 — Peli Z s bn AA UDER SA 
eih, A $n h fk Rp ES p E 

ðr ðr ðr ba 

p "op 和 cu. 2 


14i 
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ME ESTRUM BEER Sb E G6. 0,0) = 0,9,7), "t5 
直角 些 标 之 间 的 关系 是 


x--pcosep, y-—psing, #58 


根据 式 (2.42) 3k HB ERI E n] JE B [AE 28 


cosp —psing? Ò 
P= sin $ pcosp 0 | 
0 0 1 


R pqOERE O, NUR deP—oco. RHEA É K i ft 


pv Ery ; $—arc tg t. Z= 
Ejk n h E a Ee 


(1) P= vety = 二 常量 ， 这 是 以 z p A LRR 
initmUiid2 32. 


(2 p=% Æ, i arctg? 
P- 常量 。 ， SEE, KEUR MEEF 


| Osy 平面 的 持平 面 。 
ev m O ?二 常量 ， 很 明显 ， 达 
z= 常量 ”是 与 Oxy 平面 于 行 的 平面 《后 两 


种 坐标 曲面 的 情况 比较 特区， 
它们 是 平面 ， 当 然 平面 也 可 以 看 
P 成 是 一 种 特殊 的 曲面 )， 

E313 1552: 

F (1) [0] Se Fi il £i A e b 
曲面 p 一 常量 与 z 一 常量 的 交 


ek 
u€ | 
/ x 
LAND 


AAA 


Cez 


ii ix. AEH z ght H ki 
Ei2.32 db pn pd B5 i 8 RO EC EX, 
Hi EI F + Pr ph AR (2) [e] 44r £36, E 5e Br 


— I 


(D p= tA aa fE QÜIBRRESÉ, H AHERE., 
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曲面 p 二 当量 与 < 二 常量 的 xix. XXE  dBkdecdE vh Eik E 
[Bj CRE * e ER). 

(3) fs] 上 坐标 曲线 ,就 是 坐标 曲面 = 常量 与 一 常量 的 实 线 。 
达 是 一 族 平 行 于 * Bis. 

(G) 和 (3) 实际 上 是 下 线 ， 应 作为 曲线 的 特殊 情况 看 待 。 

每 一 条 坐标 曲线 都 是 在 一 定 牺 件 下 由 向 量 r 的 端点 融 册 来 
的 。 此 如 [Pl 坐标 曲线 ， 就 是 保持 一 常量 , 即 限制 了 的 端点 必须 
在 某 一 圆柱 面 上 ， 同 时 如 持 z 二 常量 ， 即 限制 7 的 端 点 必须 同时 
在 某 一 水 平面 上 ， 然 后 改变 * 时 7 的 向 量 端点 曾 出 的 轨迹 ， 显 然 
它 是 一 个 水 平 的 圆周 。 


ETRE $0 Rp M J I SLE Co] Me dp AURI Le] A 
际 曲 线 的 切线 ， 但 因 它 们 本 身 是 直线 ， 所 以 切线 就 是 它们 的 自身 
(图 2.33)。 基 向 量 -3- 则 是 襄 着 IP] 坐标 曲线 的 基线 方向 。 


dr ùr Jr : 
Biz.33 ab u*E- NOU MEE 


dr ðr r ! 
应 该 注 意 的 是 基 向 量 | 40 col» gy | 与 上 一 闻 中 我 们 取 的 


E. ðr n 
基 向 量 [95e k] 不 完 人 至 一致。 可 以 验证 S BERE ph, "95 就 是 下 
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à ; 
(读者 由 图 2.33 可 自行 验证 )， 但 是 可 与 pf 之 间 有 些 差异 。 从 方 


向 来 说 ， 两 者 是 相间 的 ， 然 而 -区 -的 大 小 不 是 单 fi, RA 
图 2.33》 


SE] = im | | = 
de eo Ap ELI Ap 


所 以 有 关系 式 -经 =p p, 
ne in 


2r | 和 | 如 | 依次 是 1,p 和 1 今后 在 作 具体 计算 时 务必 不 要 将 牙 
CIT ME 


x kk i 种 特殊 的 明 线 僻 标 ， 试 分 析 
坐标 曲面 ， aci o PR DL T o 0—1,2,3),. ck * * 


XX EE fS 4e pi ERE AE E — [4.4 4] RRI r oS 
pss n cdd tutae dd, ds aedi das 
A EZI gge A g RREA EA Foda A is dA PESE. 


ðr — Ox, i Ox, 1 dxa i 
e= 9 "V Ug, IT dg 


ðr dx, Ax 
gg dg + dg, E Bg 
dr Ox LL 
“dg dg 17 Bs T dg, e 
或 写成 答 阵 形式 
e—iP, (2,442 
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其 中 P 就 是 式 (2.42) 的 雅 可 比 矩 阵 。 由 此 可 见 ， 如 果 把 直角 坐 慰 
与 胡 线 坐标 之 间 的 美和 有 系 看 成 是 一 种 坐标 变换 关系 (一 般 地 说 ,这 是 
一 种 非 线 性 美 系 )， 那 么 济 应 的 酒 E IH] a qo AH PESCE dE 可 
BER. ARO AD 与 柱 坐 标 中 的 式 (2.36) gioi P A bs "P B XX 
(2.20 £X LASER HRH. {Ei HL AS ABRE P 的 性 质 和 以 前 
的 P 不 赤 -- 样 ， 下 面 将 要 仔细 地 讨论 它 。 

因为 detP 志 0， 所 以 存在 P Rug D P- BIS P 不 一 定 是 
EZE, HAP 不 一 定 等 于 P7)， 国 此 式 (2.44) 也 可 和 写成 

i= eP, (2.45) 
一 般 地 说 ， 向 量 8;;6% 和 es 不 一 定 是 百 用 正 奖 的 。 Ap 3 c (I) 5. 4B 
EZ, PEA P 
et" e; =0 (ijs 06,]77 1,2, 2), 

WA aa A HL Ee e e ORE B A E E HR E E 3E LECT Ae b R E 4 
TEREE. La i Tiki H, BARF iE SEEN 2X 
BRARD GMES. ME TEZA ikeir R HRE P i 
PTP (为 什么 ? Ja 

对 于 正 交 曲线 举 标 系 ， 我 们 将 eee; 的 大 小 分 别 记 作 
kisha h. Pu dH D HII 


-VUORY «(Gm 


& led - az 


ie] ssi 
Peh, e/hi ou hs] 号 一 个 正 交 的 单位 问 量 基 ,写成 leles 
e$ i, HLS 
1/h (0 0 
| 0 Isk 90 | 
0 0  i/Rhs 


或 写成 矩阵 形式 ; 


ERST ITETMERTYITERSLSTEUCESU MEE iG REX ILI 
Jk RAMES. DSRÉXRHBTGRiEDEGR. 
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e= HT, 
或 e:— e? H, (2.46) 
HR Hike eee E. BARRARE "m Gb 对 fui 


BE, Bp 
kh 0 Ò 
H 1 0 hl, 0 | 
0 0 h 


BEREGN H GHETE RRE P 之 问 的 关系 推导 如 下 。 因 
用 


ei e, e; Lr. 0r 0$ 
Hn ape d = €; 24 
£a e; * €i pte, / 04 * £; 
0 


或 写成 
p^-e-— (a*H» Te (e*H) =H? ier. H-—H*, 

在 以 上 推导 过 程 中 ， 已 用 到 以 下 两 个 闫 系 。 因 为 8 E oiE x 
Piri, D elTe 竺 于 单位 给 阵 , 而 H Ato ARR kH” —H. 

3-—Jyig. Mix OO. 408 

e? «e — (ip)?« GP) —P7 (Tb P —PTP, 
其 中 已 用 到 i 是 ECHARTE. IHLA GAA A RAA SERI] 
P^P-—H*, (2.475 

WE, HFE Ziet PPR ESFI, MEZ 
Ji £x ste p AAD T HR XR P REEERE. PUR (E e 本身 是 正 
Zsd& dmg R qdiMRXRERABEEZ E PE HD HL, 这 时 式 
(2.47) 4 PTP-—I, Am P 是 EXER, AIL. R AAE 


© EUER pH aE RRA dion WUEUD XE EDEELDUU SGH. 
ii. KEREI dE X. 
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T.H. £8 xd 4 — [E EL FEL S) 3E zm EE ag ze d ip s LP x E SERE, 
HALO. ap 只 有 在 向 量 基 是 正 变 时 吉成 立 ， 所 以 我 们 可 以 

利 乃 PTP 是 否 为 对 角 第 阵 来 判断 曲线 坐标 的 正 变 性 。 人 例如 在 例 

2.130; EHH T Bk tx EUNT FEABIE P, FEE PTP 得 


cos 的 sin ¢ ü cos p — pasing ü 
P'P—!-psing pcoa* 0 sin e pcoso Ù 
0 D 1 0 0 工 


xk d — Rx] f8Ap[EE. pg RT ELSE HE SE FR EGER HRBRIA. p 
Hi LiEonEGHbAE dde XkAg7E7;. HI A,—1, h.—p, h.-r. 
3k 5 pi2.13 计算 的 结果 是 一 致 的 ， 

全 2.14  JütfsikH S ERAAHIG.n, Hp GIO, ui G.s, 

z) 之 间 的 美 系 古 


Ei2.34 Hf ik dil iw 
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在 + 二 0 平面 上 的 坐标 曲线 是 “二 常量 与 5 二 0 的 交 线 ; 0 一 常 最 
与 《一 0 的 问 线 。 它 们 是 两 组 抠 物 线 族 { 图 2,34)。 判 断 此 毕 标 系 
J& dE Gs? i E., RARE. 

MERO BIA 0.42) 算出 雅 可 比 征 阵 为 


E —mg 0 
zi E 01 
ü E 1 


El 5 


FPN? 0 oF 
mz " v EM 0 |» 
0 0 1 


由 于 PrP ROM AIER BTA JE Hh tga t XR AEIE Seng OA BEI 2.3408 
aLLAH e. 5 e, 的 正 交 性 ， 另 一 个 基 向 量 e: M kg Zhgü] se 
Éo HAH EEZAD. HIRR 


ht, hsv EFT, k=l, | 
例 2.15 ihti St 55 b R 
(2.35). IZE Tp Ae Br y.) 
9; 3 SE Gy! ,2') ZR 
AS 
x—x' y 
y—y', 


— f 
ZĘ a 


NO dEUDILABREOU 


图 2.356 4345 55d 
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"inorm m -一 


1 1/2 0 
=| tr2 5/4 01, 
0 0 1 


HF PTP 不 是 对 角 型 的 ,所 以 是 非 正 安 的 坐标 系 。 从 图 2.35 
可 以 看 出 。), 和 e.ubfAaESS. HI 
e, * eE 
其 数值 吝 等 于 对 骨 线 应 外 不 汶 带 的 那个 元 素 , 吕 1/2。 对 干 非 正 奖 
3X. LEAK., 另外， 优 射 坐标 系 的 P EE HIE "P 
随 点 的 位 置 变化 。 | 
下 区 我 们 推导 曲线 全 标 系 中 点 的 速度 和 和 加速 讼 公式 ， 即 通过 
其 中 的 向 量 基 8 CU eU) 来 表示 点 的 速 诺 和 加 速度 ， 有 其 体 地 说 就 
EER Hef age (3X oe") 中 的 分 基 表 这 式 。 
iud x xh eT a dli £s def gode ga 与 时 间 + Bg de o ER IH 
g,—9g,0), — g,—95 (D, a= ga tÉ), 
Ek 35 0 bg di £e br n Jg ER. UU AHRR IE 2X 
q—qo), (2,48) 
其 中 4 指 的 是 一 个 列 托 E 4g= [4,9493] 了。 式 介 .48) 就 是 以 组 阵 
JE 3S XE BS di £X sl6 3 35 75 E. 
BITS r 可 表 成 曲线 坐标 的 画 数 
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rríq 096.8032, 
其 中 a, 0—1,2,3» 是 时 间 ? frg Ex. p RE, fJ 


M Qr — dg, dr dga d dr dga 
dca 一 dq, dt 十 Og, dt 0g, di 


= e, qt e, Jat ty ds, 


WS ES me HRE H X 
U- [e eo, €i] [了 ， 45. 44] 7 — eq (2,48) 
XR (2.465 [CAR . 
9 — e?Hq. (2.50) 
ARRE 在 正 交 单位 向 量 基 e" 上 的 分 量 《 同 时 也 是 找 影 ) 
4y 9i 23 , 
v,—h,q, GSL. (2.51) 


ANEI —1E LURA IE Ze dh Med AP, EE TE hm ERD d 
55 Pigh T] f SE Og AR IO Dire 系数 的 乘积 。 

MA XE BE ed (2,40) 的 形式 看 H F S E At A Rn 
0 二 让 十 Xia 十 Xais: 二 jx 一样 简单 ， 但 要 注意 几 点 重大 差别， 首 
A. AA e 汕 有 归 一 化 ， 所 流 04e A E hoM 和 大 不 是 在 
MRHAR Wi int Mxs COH r, yM) MEDERE 
BEJA EE TS AER AAM s rix má Hoe xls 十 Xaia, 而 
e—ix 是 由 上 式 求 一 次 导数 得 玫 的 。 但 在 曲 线 坐 标 中 ， 一 般 地 
说 ， ri êl: Bil 

re da. t ata, 

ARFA EEREN r =e 求 一 次 导数 得 到 的 ， 最 后 ， 在 
A TR a5 ERAS P. r —ix, 因 为 上 是 常 ppm. BrEALr — X. 


(D 有 时 把 4， 称 为 广义 AB En. 4, MONT ARE. CURTIS RU A GCIE RUNS OX 
分 析 力 学 初步， 
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并 次 导数 时 只 下 对 X% 3R— X. TRR AALT, mÆ th ike ER 
X. AA o 是 与 时 疗 有 美的， 所 以 在 对 时间 求 导数 时 要 特 蜀 注 
E. 
TERRA HWER, HAO, DRAR G, 49 43 
到 一 | P q : 
对 上 求 一 葡 导 数 ， 得 
a— vi(Pq+Pq), 
再 利用 式 G,45) XX (O46) fA 18 
a=eP— (P q P dq 


—eHO-7Pq-p, (2.52) 
Xr Ho umm HOCHUÉHCUPTP, M EAN GE 
a--e* (H7P"Pqa- Hg), (2.53) 


Aide PETE HBfESG5T x7; WAA E Hi ai 一 ear。 40—1,2,3)o& 
出 。 因 为 H g HEARE, PIDE o. 的 显 式 为 
JEU EE D (PTP lij dj (2,254) 
Hep (TP, 是 矩阵 PTP 的 第 :i 行 第 了 列 元 煤 。 
3&(19[xt£—-"rA4BREQ, 4r 


Q —PH-, 
这 他 矩阵 Q AkIESeAERBECAHfFZ? )， 于 是 加 速度 向 量 坷 以 写成 
a=e'(v + Q7 Qv, (2.55) 


Hp y= [rpg tg] 一 [Agas had, haga] "s 
£2.16 应 用 以 .上 结果 计算 柱 坐 标 中 却 速 座 的 分 量 。 
AO BERIA Gras 它 的 雅 可 比 和 矩阵 为 


wma uaria a ri a s Ei eri er ee eh mei E a Lre eraa 
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F cos p —psine9 O0 
P—. sin 9 p cos ¢ 0 h 
Lo 0 1 
HEREHERE 为 


B cos g sin e Ü 
P'P-| 一 psinp peosp O 
i 0 1 
= gaing — Dsin$— pp cosp 0 
x p cos D cos? pp sin g Ü 
Ü 0 0 | 
0 =e 0 
= 一 p? pp 0 le 
ü Ü Q 


于 是 根据 式 (2,520 得 


1 一 pg 0 
ape i| 0 e po j 
0 1 0 


X 
qe B. DH 
+ 
| TD + 
N. 8: «c. 
M À — 
a 
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EO—————— — POP 


整理 后 即 得 


* 时 * "- LJ L| 
&,— p —po*, O= pe 十 2P v. 


球 坐 标 也 是 常用 的 一 种 曲线 上 坐标。 在 球 坐 标 中 ， 


&,c s. | 


点 过 的 位 置 


由 三 个 独立 变量 (7,8,9) 确定 。7 是 由 原点 到 必 的 距离 ，8 是 OM 
与 2 轴 的 夹 角 , ?是 OM 在 Oxy 半 面 上 的 投影 OM' 与 x fd 的 来 
角 宝 。 你 可 以 分 别 把 它们 设想 为 飞机 相对 于 雷达 站 《 口 点) 的 路 


B. WAH DEREOgH2.360). 


Ri2.36 REIR Bl 2.37 


ER 46 ME AEIR RARE: 
x-crsin 0 cos 9, 
| y-—r sin B sin p, 
zr cos. 
ER ue trj sets plo pe 2» Sl AE CE 2 3701 
+ 二 常量 的 球面 ， 
9 二 常量 的 维 面 ， 
?二 常量 的 平面 。 


Q REN BORDER pU v HO X HIE. 
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E EE EC EET ES 


(2,56) 
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坐标 上 曲线 分 别 为 沿 向 径 的 直线 、 贺 周平 面 通 过 4z 负 的 图 
CE EBD 和 平行 于 Ory uif BBBD. 


*H R53 TE n] EE 3 P4 23 
sin 8 cosg rcosÜcosp  —r asin B sin 
P=| sin ĝ siog reos sin 9 r sin Ü coag h 
cos 0 —r sin 0 


BELA 


1 0 0 
PP 一 | 0 r 0 | 
ü 0 r? sin? Q 


xx ROM fuARMo DBijbiRik iE EA hiep HHR ORE 


为 
1 90 0 
EE r D | 
0 0 rsin 


如 时 采用 式 (2.53) 计 算 加 速度 ， 则 计算 将 十 分 元 长 。 我 们 改 
用 式 (2.552 进行 计算 。 


如 度 分 最 表达 式 比 较 简 单 ， 根 据 式 (2.51) 有 

Up hor r 
evi ad re | (2,57) 
t; hoy resin 8 
EXE 和 为 
[ sin 9 coa 9 cos È cosg —sin g 
Q=PH =| sin sin e cos Ü sin g cose | 
cos B — sin B Ü 


容易 验算 ,Q o Hc a EE fp Heb if) c3 i aR S bI] EHE [79,0 ,99] 
AARE, FIEt- Fl c 3E d JE TH IZ A ER Scr Hs [8] Ht (09 75 18] 208 
&k. ihn, 3R— sücndE BEOEGEUU r E 站 和 角 坐 标 采 中 的 三 个 方 
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HRR GARAE r YES fuck beg PHUS BD. 根据 这 一 性 质 ， 


Q 电 可 以 直接 从 几何 甘 系 求 得 。 


由 此 可 以 算出 
sin Ü cos 9 sin Ü sin ¢ cos 0 
Q'Qv — cos Ë cosg cos sing  —ein 8 
— sin g cos p 0 
PcosÜcosp 一 - ésinOsing — bísinücosp —4gcosÜsinp — reo 
x ÜcosOsinq-- vaindeosyg 一 tsindsine + Feosdeosp — sing 
a 一 cosn 0 
b * * * 
r i -— ğ — psind r 
x rü r 0 —pcpsi rü 
ré sin U $ sing pcos d 18inà 
— rü? — r p?sin*& 
z| F? Ó—r plsinücosb " (2.58) 
F Gsind -- rÜ $cos5 
r 了 
a d h PE - à 
"TE rË ! rü-4-rü 
vw . (2.59) 
resing Panid nare q cos 8 i 


IER PO, 58) 4X (O,59) fA, 55)». WI SRE s 
中 点 的 加 速度 分 量 CEERD AJ 


ar 一 Fr | orn ry? sin?9, 
(2.602 


了 一 了 日 十 2r 8 rpsindeosd, 


a, — rp sinÓ + 2r sinc 2rü peos, 
155 
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veum Am O co ow 


"fa tp- anb. talk ago "Qn ET kF D Un 


gso2 d & «cv | | | 
Qnid orgeguml fs guis haeta | g uis Uy otb d | 
-0ÀR a | * | 
fiO2gUizdDa pagigas" | TERT mad | d= ty o8 Å | "RR 
n 4 1 + | i 
QgUItgb4-2g2—a-'r | aim redy d i | 
BEENDEN qM HELL NIMM MM | 
FER: goy lea 4 B | 
- 1 | 
| 
由 dz + 由 中 = az | peg 0 只 由 5«nkg 
+ + + | 4 gdd - 4 | ji | 
ETE joy i dj ia 【= 三? ga d | 
z= tg seca [254 aj yo; 
i- fg | z= a LESER l Em | H l ri HEH 
a i * 了 一 可 | ! | 
r-cgp | r=+q ; Ts + T 
k " | i | 
1 | | à 
— ig mtb | F i 1 
"Rd qi -+ z | | tpa he y > 
à sa NS HB tysta Pu. L poe 一” 一 二 二 103 i s 
= | dnt hamasa Ex] e iion | 8S 
1i tge lp ] | 
| 
es | | 
- T= ] | es 1 
E F Hi P 于 !'u BO OX x Bx | & HH * | 4 | 


Lc 
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zh 355 Er 85 H3 Bt S f So RE ipn iE HE 0 TE 36 h RAAT 3A A E e 
-RREK ELEA Jed HAS EL Pase. TES ER CH z—0 
hb dk EERE G4 9==7/2 时 也 是 极 坐 慰 》 都 可 看 作 
正 交 师 线 坐标 的 特 琶 情况。 我 们 把 2-2、2-3 和 2 到 的 内 容 向 单 地 
JER 2.1 rb, 

kkk EMARE RA CBI2.14) PEER, * 
米 *¥ 
kokok DED RA hik EAEE. Su p seu h Hi] Be 45 
EADAR. RERAN SHAE DE HEX SX ha 
RB. 
C10 PHE Gn D 
x—acosh Ë coss, y=a sinh Ẹ sin f, z—2z, 


C2) WE inZ) 


a sinh F a sin 好 


*— cosh £ co? Y= cosh F— casn dina 
(305 Ngtz Sari S5 bh Gn. o)1 
x= ën cos p, VEN sin p, uL gre, kkk 


3 Mm 

2.1 在 高 出 地 面 A—14,7 米 的 4 处 以 初 建 059. 8 Ph É 
LB848 —4efk. Wte LIA P Ahe SE ED AB Wü C kb. EH Jm EE 
g 二 9.8 米 / 秒 *。 c o flc: ds Fe. B ORE RAES 48, 落 地 时 间 
和 落地 时 竟 速 度 ， 取 马 点 为 坐标 原点 ,了 辅 向 上 为 正 ， 妈 到 4 点 
为 华 标 厌 点 ，x 辅 向 下 为 正 。 上 比较 这 两 种 结果 。 图 见 下 页 ， 

2.2” 岩 高 出 水 面前 距离 为 a, 令 在 举 上 有 汽车 按 着 绳子 ( 强 
fc BREED A 连 着 水 面 上 的 小 船 B) 以 等 如 率 t 向 左 开 
行 ( 见 图 )。 求 当 AB 长 黎 于 2a 时, 船 号 的 速度 和 加 速度 为 何 值 ? 
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EB 2.1 图 g 2.2 oH 


2.3 25M dE IFAR, Ak EAER dE TMT E 
时 间 T JERIA T ok R. Ch ÓucE^Q'BGH E RUGE BEC Y, 
IERIE 《和 井口 到 水 面 的 距离 》 为 


Tx" i 
8 [y 5*7 -y a 
a HERRE bAa AIH: 
H -Llgria-gT/w. 


2.4. 一 强 AMC iz —WTEBM^AA HT M ri 
AIL. ATR CC E. A M DU ASIE Uo 返 动 。 
HEWL, AE 的 距离 为 大 垂直 于 DE, Kite CO 的 速 座 与 距 
HpAM-x[ggX3X. IHRM Ad E Gg, HER C 的 速度 为 何 
i? BAL TW. R 

9.5 细 杆 OL 以 等 角 速 o. —oZüs A O 转动 , 此 村 推动 一 个 
家 在 固定 直 铁 毕 上 的 小 环 M. O 点 与 铁 练 的 焉 离 为 p。 求 小 环 的 
HE5 mE OEK OM =x ud. RITU. 

2.6 一 船 向 东航 行 ， 速 率 为 每 小 时 15 公里 ， 在 正午 时 经 过 
灯 诺 。 另 一 船 以 同样 的 速率 向 北航 行 ， 在 下 午 1 时 30 分 经 过 同一 
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E 3.4 EH m 2.5 图 
EHE. PüdXkdbzbbDREÉRSEEEuI 最 近 的 距离 是 多 少 ? 

2.7 设 x 二 a 二 of 00 ,y=b+ 8t), z=0+7f 0., WERS 
ARARA, Je 乒 昌 应 为 怎样 的 西数 ? 已 知 a,b,c,a,B M 
v SEE E. 

2.8. — Ea Bl Eh y?—2mx—nx'—0 运动 ， 其 XE 率 为 
adu c. REBRE x Boy HHQ^r HE. Bp n m du n6 i. 

2.9 梯子 的 一 妨 AdBkEMB E 5 — fm PEE 
Bk 上 。 梯 子 保持 在 竖 攻 平面 内 讼 墙 并 下， chán A mmy xk BEAUTY 
UL Yos P yett- PA—a, PB-b. 3 2 pb T- 5i d B5 f 
3 0wp, P AIER AAEREN b. 


mE 2.9 图 EE 2.10 PB 


2.10 Hi OA-—r, DBE o= o AAN O 转动 。 它 带 
ZJE AB (Eigi B mE Ox 运动 。 求 连 杆 的 中 点 C 的 较 迹 及 


159 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


SEHE. Eá AB-2a, /ZAOB-—rm. 

2.11 A,.BpBjn Hi —4 1 86g. 4 点 在 平行 于 Ory 的 平面 内 党 
中 心 在 口 z 轴 上 的 圆周 运动 PEG qedTT Os fü ik Cy, 
滑动 ( 见 图 ) 。 求 互 点 的 速 订 与 角 的 英 系 已 知 OO, =h, OCca, 
O,A—R, AB-—l, A 点 的 速率 为 Va 


E 2.11 图 Ei 2.12 Bf 


2.12 长 ?及 的 杆子 OA 以 等 角 速 o— o £5 HE Ep m ERO de 
xh. Pi A BRAE EFPIA RARAGA B. A E onp4E 
两 平行 导 板 OB 与 DE 2 AA RPO C HEE AOB sa 
AAH. 

2.13 证 一 子弹 水 平地 射 在 靶子 上 ， 它 的 速 XB 等 于 声速 之 
nik (1。 求 证， 同 鞋 喧 到 故 枪 声 和 子弹 打靶 声 的 地 点 均 人 在 一 
fj to 3g 2g n yg X Hag E. 

2.14 i$—JWüAnib—cElpikimsp, WERA e. MD 速度 为 
a, EBH HLE giras S5 or TB 28 


p? 
P—lex a|* 
2.15 一 质点 以 常 速率 e d — M EEGESD. RE EREN BE 
v 与 加 速度 向 量 a EE. 
2,16 一 点 在 平面 内 运动 ,其 速 庶 为 则 Jui HE a-- ker b, 
其 中 万 是 常量 65 是 常 向 量 。 证 基点 的 加 速度 的 方向 不 变 ， 
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€——— r nb TF dll = pa a 


PDF created with pdiF aciory Pro trial version www.pdffactory.com 


2.17 ADEE e 划一 旋 轮 线 加 人迹， 旋 轮 线 的 方程 为 
x—R(0ü—sin 8), y-R(1—cos 0), 

Ap Ro ROME. REEE v 辅 上 的 投影 作 等 加 速 诬 运动 。 

2.18 已 知 虚 的 动 动 方 种 为 y—bt, eat 5p A RRA 
直角 坐标 写 出 点 的 还 动 斩 迹 ， 

2.19 -S Apm A dETAgIEBEO IER B TAI 
Jr id EE 259 4 C SAR LGB ER ck 7; pIEJE. Bi 

— € 

doRPLUERIEIEUEME. Dm t—0 IH. P= 9— 9v. H0 70, 

2.20 — m xu zEHgdh£kfU E. Damat BP SEE SS 
向 径 的 模 成 正 压 ,其 径 向 速度 为 常量 , 即 面积 速度 


ag — : ap, vV,—b(az»0,b 0, 


Rä £—0 Hf 9:0. PEP RAR 
Mk Pe xash 55. 

2.21 凸轮 之 间 界 相对 于 固 连 在 
tk EAA OP 所 写 出 的 极 坐 标 方程 
为 5 一 pig) ， 止 轮 以 角速度 吓人 经 定 
点 口 转动 。 这 轮 推动 插 杆 4 已 ， 丁 辅 
的 延长 线 姑 终 通过 总 点 。 求 BA 
速度 和 加 速度 。 已 知 2 王 测量 , 且 四 轮 
DERE- fO. TERM R, foc 
gEOeOULED,. Spes RI, 2 Art 
的 速度 和 加 速度 ， 

2.22 — E FEEDS fü 3E HE os £8 Ei 2.21 图 
EEEH O fxh. FPOEOH — PER JEU ETIH 5B EHE g O ri 
EARE HARE k. șI RH ERER D, DAR 
t=0 BF o:po.9—0, 
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2.25. — IN PEE: TEX «HE DA] XE. E AEE 7 91] 9 Ao 及 

Aq, AR n dd RE. RER Aa A a Jm 38 BE o5. 
dp — À*p 一 二 一 ， a, ue A 4). 

2.24  — IER E iGS. KERJA wo HARRENA 
DATE we KARES A EAH Ca = 0-0, 
9 0, 

2.25 jH:£ FP wM RAFA AE o SENA ELS 16 0X 
人 转动。 CLAUEA F 25 Serm EA Qr PR IRL I ER IS n 75 F2 2g 

a(I-—e?*) 
P= T Fe cosp 
式 中 4 ARARE’ 2 为 离心 从。 KEk FP 与 me 
M AEE., 

2.26 — A ESA L pa EEEE y fh Dy JE 

始终 是 常量 <。 求证 点 的 吉事 座 的 大 小 交 aveo, W oe 为 速 
i, po 为 曲率 半径， 

2.27 — ARPA R WA BIS). HAERE pq Eb Jg mie 
向 量 之 问 的 死角 a 保持 不 变 。(1) 求证 S du E E BT LA 3€ 4:79 
ve 579. ， 式 中 08 XjBE HET E S x pek, Bo 0 一 
Bof, v—Uss (2) HII [B] £ 9 PC ERRER h. 

2.28 - BELLE IR 为 Dádoiky ——0,005 x*, Hip x 5 y i5 
单位 是 米 。 AEA EH UQ— 722€ HL/^DBIBDDR 过 这 桥 。 求 汽车 
TE BE YBLIST Jar HE Hg c oh. 

2.28 — mn iP ic 2S Rita [LE EE s— vot — 0/2 之 规律 运动 。 
HE Xi Ani HEBRSJCAAET Ibo LA f YFA ni HEHS A 
小 等 于 6， 此 时 该 点 一 共 已 走 了 多 上 消 图 ? 

2.80 一 点 请 搞 物 线 y'—2 px 运动 , HEUImg Auk BE 29 2s Jap m 
XEBERU—2Kkf. iu MA ESEA 0/2, ELI SR v HAS LOK 
"5135 iE $& 25 7 —3£ (1/2, p) t (9 3 S, 
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ML Mi inimi HP CUL "wr a Rm den 


2.81 设 一 点 的 运动 方程 为 
ry cosit q,5in t+ qt, 

AP E: 92.951 A IESE I 
景 基 , Hoei—ai. RAR 
x xpLub. SEHE. JuikHE 
T dh ste ES, 

2.52 长 机 好 在 每 
— F Xl ££ £5 BE X9 v o) Lp 
BE? A() ,高度 汶 ^ 0D, 
于 是 在 地 心 坐 标 系 中 飞机 
HO ER M6 ban 39 77 F0 Wa 

r—R-rh(), 


7T 
0L, AH " 


$-ObLE YQ, 
其 中 RR 是 地 球 件 径 ，Q 是 地 球 自 转角 速度 。 求 飞机 的 东 向 ,北向 
和 天 向 移 速 讼 分 量 公式 ， 以 ,+ 和 单 表示 。 

mE KPLH PHRA u, BARE h RN 
南 向 北 飞行 ， 它 的 加 束 论 分量 等 于 多 少 ? 又 邵 飞机 在 同样 条 件 下 
i&f&HEm up RARI, GLOBE p aA XD 

2.838 设 点 的 球 坐 标 运动 方程 为 
r—b, S9--9,cos ut, pwi, Mr ba 
和 89,29 2$ E. cK px 的 EEE 
WERE D Wa 

2.34 一 点 M 的 轨迹 为 平面 申 
线 ，A 点 的 商 径 为 *， 速 认为 mn。 站 
线 OA REF 过 M 点 的 切线 且 与 如 
£EXH Z& TA HR. LE HE A rx Hy xE XE 
v,—rv/p,X&wp e Ph dite M 点 的 曲率 牢 径 。 


AK 2.34 图 
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第 三 章 ”刚体 运动 和 复合 运动 


3-1 了 刚体 的 两 种 基本 运动 


刚体 的 两 种 基本 运动 是 平行 移动 和 绕 定 轴 的 转动 。 如 有 困 刚 体 
在 运动 过 程 中 ， 它 上 面 的 任 一 直线 始终 保 央 和 和 直 身 原 位 秆 平行 ， 
则 这 种 运动 称 为 平行 移动 ， 向 称 平 动 或 平移 . 

体育 锻炼 用 的 浪 本 《图 3.1?》 HEA SEF E xh Bp 
本 上 各 个 点 的 轨迹 都 是 中 径 相 尊 的 圆 弧 。 平 动 刚 体 上 各 点 的 运动 
总 是 相 朵 的， 下面 我 们 和 证明 这 一 结论 。 


Bi3.2 mk dn 


EER PRERA AM, i.i 1. DAHER ab HI e 
EAEE ARI [O, ei ese] (83.2. O EREE 
意 取 定 的 点 ，ei:es,es RAEES ^15 HE EE 
ie, aM eaz. AAA ES JC ETE E HTR TEE 
fr, PTEI ee: e 保持 六 向 不 变 ， 它 们 是 常 向 量 。 设 刚体 上 一 点 
MELO, e, e,, e;]'h fg de b E Gun, TA 

r!— OM =e, ne, Ces, 
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xk H F.n,C EaR ei, 02, es 是 常 向 量 《 因 是 平 动 )， 
Md dr'/dt—0 4, 
M 点 的 运动 由 ?二 7 (9) 确定， 因为 有 
,一 — 
AM —AÀAO-rr' 
于 是 点 并 的 速度 和 加 速度 为 


g -——p-——U,— 5, 

因为 六 和 OQ pu AREER BAFRA P E £E TE PS £3 8928 I 
相同 ， 加 速度 相同 。 由 此 不 难 推断 刚体 上 各 点 的 运动 轨迹 的 形状 
相同 。 

根据 以 上 性 质 可 知 ， 研 究 刚 体 平 动 的 问题 实质 上 就 只 要 分 析 
刚体 上 任 一 个 点 的 运动 就 可 以 了 。 因 此 ， 第 二 章 所 讲 的 点 的 运动 
有 了 两 重 意义 ， 一 是 代表 大 小 可 以 忽略 的 物体 的 运动 ， 二 是 代表 大 
小 不 能 忽略 但 作 平 动 的 刚体 的 运动 。 

刚体 在 运动 过 程 中 ， 如 果 它 有 一 条 讶 线 上 的 点 始终 保持 不 
zh 岛 ， 即 刚体 有 一 固定 轴 ， 这 种 运动 叶 定 轴 转 动 。 要 注意 的 是 固 
定 轴 可 能 在 刚体 内 部 ， 例 如 岩 轮 的 转动 ， 地球 的 目 转 等 。 轩 定 轴 
也 可 能 在 刚体 的 外 部 ， 此 时 就 要 设想 刚体 可 以 延 拓 ， 而 轴 在 媳 拓 
休 上 面 。 例 如 列 桔 转弯 时 《假定 弯 道 是 一 个 圆 强 》 车 遍 的 转动 轴 
就 在 车 谭 的 外 部 (图 3.3) 。 

定 办 转动 时 ， 刚 体 的 位 置 可 以 用 一 个 变化 的 角度 来 确定 ， 在 
$E GRPOHOE TS 坐标 系 [O iJ, k], Hg Oxyz, 442 轴 与 辕 定 轴 
取得 一 玲 { 图 3.4)?。 在 刚体 上 任 取 一 个 包含 z 轴 在 内 的 斑 面 (图 中 


(D 其 实 ， 这 个 结果 可 以 从 OMEA R DANA ARE (HARGET) 直接 
inii. EMRAN EGROT hj mea A e, 

贸 实际 上 只 要 刚 你 上 有 两 个 点 始终 保持 不 动 ， 那 名 通过 这 两 点 的 宜 织 上 的 所 有 
NE ER REED ERE Aug E E Ep: c 
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有 阴影 的 斑 面 Y， 它 的 位 置 就 可 以 代表 刚体 的 位 置 。 这 个 平面 的 
E iB n d fece adc, e 是 空间 某 个 过 p E EE IB] SR PS EC 


A 


图 3.4  *EMNEES 2 55 5H EHE ELT Ei3.4 转动 刚体 的 转交 


定 和 的 那个 平面 之 闻 的 夹 角 。 人 例如， 在 图 3.4 "B. Oxz 平面 就 是 固 
ZER Hitre 角 就 是 确定 刚体 位 置 的 转角 。 财 体 上 每 一 点 都 在 
EARS CBE m 轴 上 }， 每 一 点 转 过 的 骨 都 是 同一 个 + fü. 
e 的 正 负 号 订 以 这 样 规定 ， 以 z 轴 的 正 向 为 准 ， 符 合 右 和 手 螺旋 规 
由 的 为 正 ， 友 之 为 负 。 设 每 一 时 到 上 ， 了 刚体 的 转角 是 已 知 的 ， 
Hil E. AES o—o(o , 则 刚体 的 运动 就 完全 确定 了 。 这 就 是 刚体 的 
转动 方程 ， 也 可 以 说 是 刚体 作 定 轴 转 动 的 运动 方程 。 
将 转角 对 村 间 t 求 导数 ， 得 


— lim Ar 
r o 419 At 


Ed LT EILI-CGIDMACRPSIER SE EIEZT. 
方向 转动 ， 当 $? co 时 , 则 相反 。9w 吓人 散 角 速度 ， 通 常用 符号 中 来 


代表 ， 但 在 本 书 中 ， 为 了 行 交 方便 ， 规 定 o=o Lie =o 
这 冬 ， 名 就 代表 角速度 的 大 小 ， 而 正 负 号 代表 转向 四。 


| 


D 在 不 致 引 起 误解 的 地 方 ， 有 时 也 把 名 当 作 带 正 负 导 的 代数 年 : 凤 o-. 
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HH 


ul An" 


刚体 上 每 一 点 都 在 作 辆 周 运动 ， 回 周 运动 的 角速度 都 是 相同 
的 ， 就 是 这 个 4。 
p 对 上 时间 的 导数 说 明 角 一 度 的 变化 率 ， 称 为 角 加 速 诬 ， 它 


的 大 小 用 5 来 代表 ， 即 5 二 1p 1，9 二 二 8， 其 中 正 负 导 也 代表 指 

向 。 在 与 转动 轴 惟 下 的 平面 中 同 图 时 ， nf EA H3 41 E 3K Pg DAL [8 

SEAME, dm] 3.5 中 箭头 

说 明 9 是 负 的 ， 是 正 的 ， 即 刚体 在 

xk ^-IFr ALEA NE T Co TER ATO A e 

zh, m; H. ETE ERI ERE o TER 
角速度 的 量 纲 是 [时 间 ]-:， 角 加 

SE REB EAE LE 388 BDIBÉS 

fuikBE [rib »)/$5, BD izu E/E 四 3,5 WX AGRO 

A iB/ay5m. F mE E Rm XE1/5 

mie/2258. (qüinkbrkik Hep $ A GRUB) IEEE 

1&e/TH EE H —27/86164£b — 7.29 1075 1/$5, 
Ahh HL ES Pe E RE 3000 转 /分 , 即 50x 22 1/15, HRT 50i 
d (每 秒 50 周 ) 的 交流 电 频 率 。 


转动 刚体 的 角 速 谍 和 角 加 速 诬 
fr tT fi ol RI T JEEE PIU fc x He 
的 运动 状态 。 下 面 我 们 推导 定 轴 
转动 的 刚体 上 任意 点 的 速度 和 如 
3E BE 55x DA d d on Bl BS oS SEX. 

在 刚体 EI — 4 PE IC P 4s 
AR [O,e;,e,, e]. O zen 
下 任 取 的 -一 点 ， 取 es 与 s 轴 正 向 
: TA. 5 Tiha A EEL, 

图 3.6 固定 系 与 加 过 系 35e, 取 在 前 面 所 说 的 (图 3.4 中 ) 
AARRE (E 3.6)。 刚 体 相对 于 固定 在 参考 系 中 的 坐 
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标 系 《以 后 简称 为 固 EA) [0 i 5.4] fifi s He 900 £6, 
mo Ee, 5i [HB $5, 

设 刚 体 上 一 点 加 的 向 径 7 iE [O, ei es esi AR ERE Emi, 
其 有 

r=fe, +e, +E 
或 写成 矩阵 形式 
r--e&', (3.1) 

和 以 前 一 样 ， 这 里 eit T dripRE: e—[ei ees. mE fA 
表 一 个 数列 阵 : ET TELS ERES REUS. 

闭 位 在 转动 有 时， ,7,$ 是 不 变 的 ， 而 $ 的 元 素 相 对 于 i 来 说 是 
变 的 ， 它 们 是 时 间 上 的 向 量 画 数 。 所 以 ,将 式 43.1) 对 时 间 上 求 导 

We ee ei (3.25 


为 了 计算 8 二 [ers ee] S414 eni zB d 


cosg  —siny 0 
E cos ¢ 1 
ü 0 1 
或 简写 成 
e—iQ, (3,35 
如 果 把 8 和 i 之 间 的 关 采 看 成 是 一 种 坐标 变换 关系， 52. Q 
就 是 变换 第 阵 了 小 (3.3) 与 上 一 章 中 的 式 (2.20) 和 式 C2, 440 4x 
形式 上 虽 的 一 样 ， 但 在 会 浆 上 又 有 不 同 之 处 {请 读者 自己 进行 对 
比分 析 )。Q EiEsSABPE, HDEQ'—Q'. AEA. D 815 C 
i--eQ^!—eQ'. 
XX OG, 3) BEBE? 求 ~- 次 导数 于 将 上 式 代 太 ， 便 得 
e—i&-—e Q'Q (3.4) 
7 m BOUE OOREIERGR EL D 2 A BilpzeidhspERgrg HE 
与 2-#4 中 的 记 庄 一 部 
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IAA.’ 得 


ve—eQ'Q£'., (3,5) 
EEO À 的 具体 形式 是 
cosg sing 0 — p sine E 0 
Qa = —sine cosp Ù p cos 9 — sing 0 
心 9 1 i" 0 0 
0 一 1 
-ls o ol (3.8) 
G 0 0 


这 是 一 个 反对 称 短 隆 ， 我 们 称 它 为 角速度 短 阵 。 如 果 把 式 (3.4) 
逢 成 是 一 个 从 。 到 其 自身 对 时 间 t 的 导数 。 的 变换 关系 ， 那 么 角 
sk MAGIS Ho ne SABE. 

3858 3,6) fA GEL G 50 68 


0 -—^ 0 E 
| o o || n|-£9?ex—nse,. (3.7) 
0 e olig 


我 们 引进 一 个 向 量 ww 一 es， 叫做 角速度 向 置 路。 这 个 向 量 


的 天 小 就 是 前 面 所 说 的 角速度 o=- 191， 方向 沿 固 定 的 转动 轴 ， 
指向 接 吉 手 几 旋 规 则 确定 。 角 违 度 向 量 刻 划 了 刚体 作 定 轴 转 动 时 
的 整体 畦 征 。 例 如 ， 作 定 辆 转动 的 自行 车 轮 予 ， 我 们 只 说 车 轮转 
得 有 多 快 ， 而 决 不 强调 哪 根 钢 练 转 得 有 多 快 ， 因 为 每 根 钢 练 转 得 
一 样 快 。， 于 是 式 (3.7) 可 以 写成 


O 角 连 度量 雪 这 起 中 的 中 就 是 第 巡 度 算 阵 的 第 二 行 第 一 列 元 案 ， 这 是 从 形式 
上 上 来 看 它们 之 间 的 关系 ， 半 于 角 束 席 癌 虽 的 详细 讨论 。 将 在 8-4 中 进行 。 
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(3.8) 


ur x r= 0 0 P [|—fpe.;—mnge, 


£ n £ 

HIE AL, 3€ (3,8) 与 式 (3.7) 是 等 价 的 ， 显 然 式 (3.8) XXE 
RODA, XA AETH IAE E 矩阵 。 这 就 是 我 们 
要 引进 角速度 向 量 的 理由 所 在 。 式 (3.8) 叶 做 刚体 作 定 辕 转动 时 
刚体 上 各 点 的 速度 分 布 公式 ， 它 结 出 了 转动 刚体 的 整体 特征 量 o 
S BEP EHE E n D EHE o I [BIS X. 

如 果 我 们 不 鸽 舍 前面 所 作 的 一 系列 推导 ， 直 接 由 向 量 逐 积 的 
性 质 ， 也 可 以 说 明 式 (3.8) 的 正确 性 站 。 先 看 刚体 上 任意 点 闻 的 


图 3.7 转动 刚体 上 点 的 速度 


速度 (图 3.7)。M 点 作 苞 周 运 动 ， 圆 心 在 定 加 上 。M 点 的 运动 平 
面 与 定 轴 霍 站， 潜 速 度 天 小 等 于 阿 中 径 p EDAR p, HAR 
圆周 的 切线 ， 指 向 由 9 的 正 负 号 来 确定 。 另 一 方面 ,我 们 再 看 


D 一 般 的 教科 书 上 都 末 用 这 种 进 湛 。 RIDAR i T grap UE 
和 用 以 后 见 节 组 咸 一 个 共 体 。 上 两 各 方法 都 是 力学 中 的 基本 方法， 要求 誉 揭 ， 
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coxr, ize SYINGEdR. 所 以 ,wxr EET r 与 此 轴 所 成 的 平 
Hi, RB Li BrURRIEDE EZ. XXe RERE, 
有 
lex ri = |u| |risint(es, r) — eo, 

5 LEARAAR Rb- MARG. 8 $33 Bei. 

在 具体 计算 中 ， 应 用 式 (3.8) 时 ， 不 必 每 次 都 SED EOOB 
可 用 数量 形式 来 代替 。 上 面 说 过 、， 竺 动 刚 体 E 的 点 都 在 作 贺 局 运 
动 ， 其 泪 座 大 小 就 是 pw,p 是 加 的 华 径 ， 即 点 到 定 轩 的 惟 直 距离 。 
速度 的 方向 和 指向 由 用 和 何 查 观 立 即 就 可 以 看 出 ， 图 3.7 中 分 别 表 


示 了 9 >>0 和 pco 两 种 情况 的 速 沽 指向 。 

从 速 库 分 布 公式 可 知 ,在 同一 瞬时 ,刚体 上 离 轴 越 远 的 点 的 速 
度 越 大 ，。 例 如 一 个 转动 着 的 飞轮 上 各 点 在 同一 用 时 的 速度 分 布 情 
况 如 图 3.8 所 示 , 其 中 以 箭头 的 长 短 表 示 速 座 的 大 小 。 灵 如 ,两 个 


图 3.8 飞 转 上 各 点 的 速 诬 图 3.9 pem dg 


举 轮 跨 合 时 《图 3 .9 ， 它 们 在 吐 合 处 点 的 连 度 应 相同 ， 芭 
v— Rao, — Rss, 
ToRusth£e3E Hs düg4b e REJE. KERRE, DiR E, 
将 式 (3.8) 上 再 对 时 间 £ 求 一 次 导数 ， 便 得 


me kr axr 
其 中 心 = 9 ws， 用 8 表示 ， 称 为 角 加 速度 向 旱 。 显 然 ，s 也 是 沿 着 
171 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


3E m. 
将 7 —e—exrditA b. RISHNI LA SAIE E 2 
布 公式 


a —Ex rex GoxXr), (3.9) 


M ERI E X5 CI, 10) ,8 x r E Une] Dust BE ,其 大 小 为 pe， 
指向 由 的 指向 盈 由 的 正 贷 导 确定 。wx (wxr) 是 法 向 nik 
BE, Miimi, eng Ko^RT set. 所 以 总 加 速度 的 天 小 
a 二 ww (pay 十 (pe) 二 pv wt 十 6 ， 方 向 如 图 3,.11 所 未 。 注 意 到 i 


图 3.19 ”转动 出 性 上 点 的 加 建 庶 图 3.11 MERA 


的 量 纲 和 5 的 量 纲 相同 ， 所 以 在 棋 式 中 二 现 名 的 四 次 方 和 5 的 平 
方 相 如。 我 们 在 推导 物 一 公式 时 ,要 经 常 检查 量 纲 是 百合 运 ; 上 以 此 
作为 检查 公式 是 香 正 确 的 一 种 初步 手段 。 如 时 出 现 两 个 不 同 量 纲 
的 量 相 如， 那么 可 以 断定 推导 已 经 出 错 。 

ikee 和 8 已 知 ， 则 轮 上 各 点 的 加 速 遮 分布 
加 图 3.11 所 示 。 因 此 , 角 加 速度 5 和 角速度 eo -FE E XU XUBUAE 
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转动 的 整体 特征 量 。 

最 后 ， 可 以 谈 谈 一 个 类 比 关 和 邓 。 出 体 绕 定 轴 Oz 转动 时 ， 只 
要 用 一 个 误 量 ?就 可 以 确定 它 的 位 置 ， 我 们 就 说 此 时 刚体 只 有 一 
AARET, AAA Ox 轴 的 运动 也 只 有 一 个 自由 度 ， 它 的 位 
[E JH —" AE Bb x 来 确定 ， 芋 较 下 表 正 布 两 栏 内 容 ， 


RH pk SE = 四 的 定 轴 转动 点 洪 a $h hg TEER GG 
转动 方程 qq) | PUE MELIICR 
Ax 四 > = 色情 = 中 速度 re=bs 了 =z> 
Un o |o! gu EN 
fmm er =e* 兵 =- 中 加 速度 42-aci-- 
Em | 四 | Š xm Isi 


可 以 长 现 ， 9.9.5. — BIB XS RA X, Pris 三 量 之 则 的 甘 系 
是 完全 相位 的 。 当 然 ， 这 两 种 情况 在 物理 上 并 不 一 样 ， 一 个 是 刚 
体 ， 另 一 个 是 点 ! 一 个 是 转动 ， 另 一 个 是 让 线 运 动 ! 等 角 连 转动 
是 辕 而 复 妙 的， 而 符 迷 直线 运动 是 一 去 不 复 返 的 。 从 量 纲 上 看 也 
是 很 不 一 样 的 。 但 是 ， 只 村 有 这 种 数学 上 的 燃 似 关系 存在 ， 我 们 
就 可 以 把 直线 运动 中 一 些 更 成 的 结果 CAHPEU ribck. me RENE 
推导 。 汉 此 ， 我 们 可 以 仿照 点 的 匀 加 速 运动 而 这 即 委 出 刚 侍 作 导 
加 速 转动 时 的 公式 ， 


9 一 pe 十 at 十 也 Est. 
wt — 9$ —28g (9 po) 
其 中 po o 是 初始 角 位 置 和 角速度，5。 是 常 角 加 速度 。 
示 本 来 “刚体 平 动 时 各 点 的 轨迹 是 否 一 定 为 平面 曲线 ? 举例 说 


(qp BihEHRdRd EM LX SED BL a a): co dm dH. ST Rp Hp 
BEES, 详 见 18-2 fü 10-8. 
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HHIAL. Kk 

*okok EMO 4*3 EB. dh 3€ T E PHR E fm lEn, 
在 纬度 40^ 处 地 面 上 -点 的 速 底 和 加 建 度 的 大 小 ， 地 球 牢 径 为 
6378/5 Hi. $ ok ook 

kkk ”刚体 定 轴 转 动 时 ， 如 果 运 动 方程 是 7 二 ?0 sin ot, 讨论 
刚体 运动 的 竺 点 。 米 米 本 


8-2 刚体 的 焉 面 运动 


除了 和 盏 动 和 定 轴 转动 外 , 另 一 种 常见 的 刚体 运动 是 平面 运动 ， 
前 面 讲 过 的 沿 直 线 轨 道 深 动 的 轮子 ， 在 竖 直 平 瑟 内 倒 下 的 梯子 ， 
都 是 作 平面 运动 的 刚体 。 研 帘 刚 体 的 平 而 运动 有 两 方面 的 意 浆 。 
一 方面 ， 在 工程 中 有 许 凶 机 构 的 运动 是 平面 运动 或 者 可 以 简化 成 
平面 运动 ， 因 此 具有 直接 应 用 的 意义 ; 134—770, ie T WISETe 
面 运动 的 理论 和 方法 后 ， 就 可 以 处 理 更 复杂 的 运动 ， 因 此 它 是 阴 
完了 刚体 复杂 运动 的 基础 。 
如 果 在 参考 系 中 ， 可 以 找到 一 个 国定 平面 I ， 使 得 刚体 在 运 
动 过 程 中 ， 刚 体内 性 何 一 点 地 保皇 与 平面 工 的 距离 不 变 ， 也 回 是 
说 MM 点 始终 在 一 个 平行 于 工 的 平 
面 卫 内 运动 (图 3.12)， 则 称 刚 体 


A i 作 平 面 平 行 运动 ， 简 称 焉 面 运 


动 .这 样 , 平 面 IT 在 刚体 上 截击 的 
4 AH S EEEE A RE 
在 平面 下 内 。 根 据 平面 运动 的 定 

ye y 义 不 难 知道 ， 刚 体内 任意 一 条 年 


次 于 固定 玫 面 I 的 二线 上 的 点 有 

相同 的 位 移 (可 以 根据 刚体 上 两 

KEE RTE EAMEL Be. KRAE 

AE Fk ERER, Beag, EEA EI T EE 

7E ipm n A ENa (在 图 3.13 PAT), 分 别 将 
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Hi 


Php pcd H TERR CNEA 完 XR DIBS CEEA A 
HA P xe uh, B Bn Fou. DEBER ESE Ze 4H ISI) .因此 ,对 
刚体 焉 面 运 动 的 镀 究 ， 就 化 成 对 一 个 平 截 面 3 CES BL BET BI PAL 
zb hu IAE. S 的 运动 代表 了 刚体 的 运动 ;我们 就 把 它 认 为 是 刚体 ， 


kkk ”上 节 图 3.1 中 省 木 的 运动 是 不 是 平面 运动 ? 转动 的 [ 
罕 是 否 作 平面 运动 ? 凡是 平 动 都 是 平面 运动 吗 ? 定 轴 转 动 都 是 平 
面 运动 吗 ? 在 平 曾 上 沿 直 线 前 进 的 汽车 ， 和 车身 与 车 连 各 是 和 圭 面 运 
动 吗 ? PuEEIBIBITSHEBI. AEE? k o 


在 平面 I 上 取 一 面 定 坐标 架 
' 及 ,i,j1, 在 刚体 上 会 选 一 虚 
O, 2 F 3 PEE HUGE LES 
LO, e. ss] 因此 ， 了 蜀 体 的 运动 
就 相当 于 雁 标 架 [ 口 , a1 e] 相对 
RLA, LJ] 的 运动 。 为 了 确 
ERE. RE f hH =m 
量 : 0 SELA, iF PRSA tu xo, 
yy 以 及 e Mi ZZ IRIBQSE TR e, àX 
三 个 量 在 刚体 送 动 过 程 中 都 是 上 时间 tt A PE 

: Xom Xot, Yo—=yo(lt), =P, 
这 就 是 必 平 面 运 动 的 刚体 的 运动 方程 ， 一 共有 三 个 独立 的 变量 ， 
说 明 作 平面 运动 的 刚体 有 至 个 自由 度 。 

六 了 研究 在 面 运 动 ， 除 以 上 固定 坐标 和 固 连 华 标 以 和 外， 我 们 
租 引 太一 个 中 间 举 标 架 [OQ, i 让， 它 和 的 原点 就 是 关连 坐 慰 架 的 原 
S, S0, Ghi ERI S EE PAS AS EE — 3X. PW 
之 罗平 动 坐 标 架 ( 国 3.13) 。 l 

这 个 平 动 坐标 架 具 有 双重 身分 。 一 方面 ， 我 们 可 以 把 它 看 成 
是 一 个 阱 体 ， 说 确 印 一 点 ， 我 们 很 想 罕 动 坐 标 扣 1D ,是 天 与 一 个 
无 限 延 偶 的 平面 圈 连 在 一 起 ， 这 个 平面 是 一 个 刚体 (以 平 动 标 
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架 为 其 代表 )。 租 锯 平 动 的 定义 ， 立 到 可 以 断定 ， 对 于 内 关系 
[有 4 ,7, 了 了] 来 说 这 个 刚体 的 运动 是 平 动 。 及 根据 平 动 的 性 质 ， 刚体 
上 任意 点 的 速 座 、 加 速度 均 相 稚 ， 我 们 选取 基点 0 的 速度 vo 和 
JGR eo 2g f£ xe. MAES AiE dl EHE. mE 3E 
AREE, mE -is BA. REAT LEES ME 
AERIS Fo RAJA RRETA O, id] Es] 
EREA” e E E eR, 在 2-1 peA 
IHG CHPPEARUISERUE SSA, WüCR— GE WADE. EXE 
考 系 就 属于 这 种 情形 。 对 于 有 符 动 套 考 系 而 言 ， 被 我 们 研 竹 的 而 体 
是 作 定 轴 转 动 ， 固 定 轴 垂 店 于 运动 平面 大 通过 基点 怠 ， 以 后 我 丰 
简单 地 说 是 绕 基 点 口 deb. XCPCEGUARBRSROUGE OR DM ULHJ, XE 
把 出 体 的 平面 运动 分 解 成 两 部 分 ， 刚 体 对 芷 动 参 考 系 作 定 轴 转 
动 ， 平 动 参考 系 对 固定 参考 系 作 半 动 。 莘 单 地 递 就 是 平面 运动 相 
当 于 平 动 加 定 轴 转动 。 

为 了 具体 地 说 明 以 上 的 结论 ， 我 们 考虑 自行 车 车 轮 洛 让 线 湾 
动 的 情形 (图 3.1d(a))。 


ka RED (o REM 
H3. ”自行 车 轮轴 装 在 叫苦 ? 

IM uibTRABLA, 5,4] EREDE 固 连 坐标 架 装 在 车 轮 
刚体) 芋 ， 例 如 可 以 把 基点 O 选 在 轮 心 ，ei, es 为 沿 某 两 条 相 OH 
垂 记 的 竺 径 。 那 么 平 动 坐 标 哥 [O,4,7] 就 可 以 理解 为 装 在 自行 车 
JR ERU— ^T 5S d 8 UR m A UE EXE BO AE SO. 将 自行 车 架 作 为 
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刚体 来 署 ， 它 相对 地 面 作 的 是 菩 动 。 若 将 月 4A 3E AME OSEE. 
则 车 轮 相 对 于 它 作 侈 是 定 轴 转 动 ， 即 从 了 骑 在 下 行车 上 oU E Eu 
F. EPERE a. 

基点 的 向 题 利 得 注意 。 前 面 说 过 ， 在 刚体 下 任 选 一 点 口 作为 
X. MEEA GER EBRITULE IX. He inda ad $E XLAR b — 
HDW, 然后 把 这 一 点 当 作 轴 而 将 车 架 按 装 上 去 (图 3.14 
(by). BEBE. EIRE 3f m E EROS "XR A6 TEE dà Pe xn. 
xk Rp BITT Hz TEL fi A HIE HE S b AE TR p ARE REFUS, 但 是 ， 从 
理论 分 析 的 骨 诬 出 ， 我 们 没有 理由 对 选取 哪 一 个 虑 作为 基点 有 六 
AER”, AREA ESR, Hp[kimibsikdkEcEksBYXrE, mE 
地 能 把 玫 面 送 动 分 解 为 平 动 和 转动 两 部 分 (为什么?)。 居然 ,基点 
ie dE m. MER 2E ash sae Ht c Jm BE b C ind 然而 读者 将 会 看 
到 ,刚体 的 转动 特征 量 寺 与 基点 选择 无 关 。 当 然 , 在 具体 计算 时 ， 
*pEGEGRXD AEG C iBukf. 尽量 使 计算 步 嗓 得 到 简化 。 俏 如 将 辊 
心 选 作 基点 ， 一 般 说 来 计算 总 要 方便 一 些 。 

现在 利用 运动 合成 的 方法 来 推演 刚体 上 点 的 速度 和 加 速度 . 
刚 傈 SS 上 任 一 点 M JE LA 1,7] rPÉSI ER, n AM, ELO, ei, ez] 
ch iS i ERE 

r' OM ~ te,t+ ge 
Xo oed f. 0 是 常量 。 由 图 
3.15 守 可 知 | 

PE AOI, 

将 上 式 对 时 间 t 3R— ZR COM 
I E x BE 


" d =ne * 
gr: 00)r'. 图 3 ,15 Y Hx mGAXBREX 


— 


(qp o BRAH Sk 和 ea mBEbpHLEGHHI, TET Hop s b. [B T. E RE A 
ELERESE Ai E, EA kik j, es =e xez 
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式 中 第 一 部 分 是 基点 口 的 速 许 vo, di ETE zh b bg AR h E — E 
度 。 我 休 尼 可 以 这 样 解 释 这 个 速度 ， 即 假想 在 所 考虑 的 时 到 ， 刚 
体 上 的 好 点 被 ”粘连 "或 "冻结 "在 平 动 套 考 系 上 上， 被“ 牵连? 或"* 拖 
带 " 闭 一 起 运动 , 这 时 交点 的 速 诬 就 是 基点 口 的 速度 wo, 称 为 牵连 
速度 。 式 中 第 二 部 分 正好 是 上 节 定 轴 和 转动 中 所 推演 的 点 的 速 座 


(这 里 的 r' 相当 于 式 (3.8) BS D. Hir —exr', EX MA 


相对 于 焉 动 参考 季 [O,e1,es] 的 速度 , 称 为 相对 速度 ,其 中 o — ge, 
是 列 体 在 焉 动 参考 系 中 的 角 漆 讼 向 明 。 最 后 得 出 速 认 分 布 公式 ; 


D—Uo-Ftexr'. (3,102 


上 式 阅 明和 平面 运动 刚体 上 任意 点 的 速度 移 于 牵连 速度 和 相对 
涉 度 的 向 量 和 。 当 然 ， 这 连 速度 是 由 于 刚体 的 于 动 引 起 和 的， 和 对 
速 庆 是 由 于 出 体 的 转动 引起 的 。 今 后 在 不 致 安生 误会 的 地 三 ， 
SX G.10) PH r' 简写 成 7。 


在 上 面 的 推导 中 ， 用 到 了 ww 二 es, p 是 e 和 # 的 淆 角 。 如 果 
iX HE | 3e sS 5s JUDGE |O, 81, el, if 4E 53 — i [I8] XE E br [O*, 


et, e?) (3.16); EZ. s (3.10) 
应 改写 为 

U= tot +w xr", (3.115 
其 中 e* etel. 由 F efus, 
üt a*t 与 w 平行 。 

ARHI (0.10, Sr XE uot 
B5 3 EE AE E 

Pot —Pg--«ox OO (3. 125 
p.16 BbGERWH DB B ES? HEZMOGIDI2 fCASGXG.ID, #5 
AG. 进行 比较 ， 得 


一 一生 
dt Kr Oo OOt), 
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由 图 3.16, 不 难看 由 +* 二 7 一 OO*， 所 以 
{eo — a3) x £r*—0, 

因为 (as — e) rt 互相 垂直 ，0* 可 以 任意 选取 ， 即 r* 是 

任意 的 ， 所 以 
w", 

这 就 是 说 ， 尽 管 基 点 选 得 不 同 ， 固 过 标 架 的 方向 选 得 不 同 ， 但 刚 
体 相 对 于 任意 一 个 平 动 参 关系 的 角 速 庶 才 是 相同 的 。 所 以 今后 在 
读 到 刚体 平面 运动 的 角 逮 庶 时 ， 可 以 不 管 租 对 于 哪 一 个 基点 的 平 
动 参考 系 ， 党 野地 说 平面 适 动 的 角速度 或 可 以 了 。 与 定 轩 转 动情 
况 相似 ， 术 面 运 动 的 角速度 也 是 刻 划 刚体 整体 运动 的 特征 量 。 


六 汪汪 ”上 以 图 3.14(a) 和 (bb) 中 的 自行 车 为 例 ， 分 析 当 基 感 改变 
上 以后， 主动 速度 是 怎样 改变 的 ? 怎样 从 直观 上 理解 角 速 讼 是 不 变 
的 ? 六 炒米 


例 3.1 分 析 深 动车 轮 上 各 点 的 
BEHE, ELAnfpoB xEHEOH Ww. $2 [E 
£i RESI, 

E BEATIE, EN- 
Heni gA EHAR Pia 

S= Rp. TURA 
Nap R ofa efe, p 图 3.37 EEE 

一 半径 的 转角 (图 3. 17)。 上 式 对 时 

HS ed Re 或 取 绝 对 逢 ,| 总 1 一 wu |e|—e, MCN 
HR 

此 式 说 明 ， 纯 流动 时 , 转 心 速度 等 于 件 径 乘 以 衣 速 论 ( 这 个 关系 今 

后 壕 亚 多 次 用 到 }。 

利用 趟 (3 .10) ， 可 以 求 出 轮子 上 任意 点 的 速 底 。 现 在 取 输 心 
OD 为 基点 ， 各 点 的 平 动 速度 都 是 # (图 3.18 (a)) ,转动 速 诬 分 布 如 
图 3.18(b) 所 示 。 合 起 素 得 到 滚轮 土 各 点 的 速度 ， 如 图 3.181(9) 
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所 示 。 图 中 几 个 转 碎 点 B,C ,了 吕 和 的 沥 座 大 小 分 别 为 
Vg muH, Upg--Upc/ 2u, Do— 0, | 
E Zw 
| ~/ 
| m 
-7 
Z 
^ 


(22. 平 动 速 度 (bo 转动 速度 (c) 
图 $3.18 EANA 

例 3.2 求证 平面 迹 动 的 刚体 上 任意 两 点 和 和 有 (图 3.19) 
AIIE BE TE VI d VE R EBUSERETHSE. 

# AJEA., BRAG.. 8 AREEN 

— T 
rd ——» 一 一 一 全 

在 4 日 方向 取 一 单个 向 量 ， 记 作 P. BAE aox AB 与 AB E 
B Hin PPARA S., BILE LrNUSiR EE prqu] mp C. Hu 
本 题 的 结论 


jg xk de 


LE -Pore P, 
EREA EEM., aAa EAA ABELE 
它 当 作 一 个 定理 来 看 待 。 l 


H3.19 两 点 速度 在 连 缉 上 的 投影 相等 m3.20 Be dE rt 
Z EGE—MEHT t£. AEAEE BO PIENE ex 33. 35 
EHAE- EA- CARR EE TE. AE A GUI e 
180 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


EET re 


Wi ficos MERE. MEHA: 
isk EdE— Ap EE va’ it ARIF pa M2 eo f3 TR TRI 
转 过 90", Ei AC(QHIS.200, HR 


-一 一 一 U 
AC=— ts 


MIRJE ER C A Cuc 点 落 在 琅 面 刚体 SS 以 外 ， 可 以 认为 忆 虚 在 
S 的 延 拓 都 分 上 ) 的 速度 是 
Voda x AC, 
但 是 wx ACHAEA S va CREME. i 
lox ACI == ü a 
所 以 有 vec-—0. HAHEN T EREDI T E. 

dn 49 28 HOLD LE XE ho 那 迄 在 此 瞬时 平面 了 本体 上 任 一 点 
的 速度 是 EN E" 

v-vod ax CM —wxCM, 

这 个 结果 和 绕 定 轴 转 动 时 点 的 速度 公式 (3.8) JE— HRS. Sx 
Rin., Eit EES ftt, up IH Æ [8 pii e A jt A EROS BE BED C 
Gs A4 SE ECT TE BE B9 $80 B se fie sw CH] 3.20D. A xA WX E 
gt, EER O EAE PS D. ES LA 

4—H] x] SE BpiEBS DH. FE 
不 是 刚体 上 的 固定 点 ， 它 只 是 反 中 了 
平面 运动 的 如 下 峙 性 ， 在 每 一 瞬时 ， 
刚体 好 得 是 定 轴 转 动 ， 时 和 齐 不 同 ， 转 
轴 也 不 同 ， 而 从 整个 过 程 看 ， 它 并 4 
Fega, wak, "DD 
把 定 轩 转动 看 作 是 瞬 心 不 变 的 平面 运 Mord 
动 。 

例 3.3 以 和 例 3,1 中 的 滨 轮 为 例 ， 4 9r A Bd xi zd 45 E EE 
的 异同 ， 

解 ” 由 例 3.1 知 ， 在 作 纺 滚动 的 软 子 上 ， 与 地 面 接触 的 犀 一 
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HRCBOEBESgSE, MCRD., MESSA, MESA IEBE 
353€, HLE S GB ÉBHE] 3.22 (0 Bp or CE [3.18 对 ED, 


《ay AE (bo  ” 定 轴 转动 
| 图 38.22 BEBÉ. Eh 5 ER d H Sr y S RI 

我 们 考 虚 另外 一 个 相同 的 轮子 ,用 钉子 将 C PLE oE FE GE TT 
DATH) BARES fi nE 3.22(b) 所 示 。 当 然 ; 在 此 睡 
时 Ca) 和 Cb) 两 种 情况 的 速 许 分 布 (图 中 实 线 遍 孙 ) 是 完全 相同 的 。 

现在 考 读 秀一 个 肯 时 的 速度 分 布 (图 中 大 线 所 示 )》， 情 况 就 完 
至 不 同 了 。 圭 别 要 注意 的 是 ， 在 刚体 上 刚才 和 C EAHA 
在 的 回 认 是 什么 ? E 的 速度 vs 在 了 酚 种 情况 下 有 和 什么 差别 ? | 

我 们 考 虞 刚体 上 各 点 的 如 速度 ， 和 将 环 度 分 布 公式 后 .1 的 对 时 
Ig] £ 求 导 ， 得 


_ dvo d 
2 一 一 tgp xn, 


式 中 右 端 第 一 项 是 基点 口 的 可 速 谭 ao, HDI xh E 座 ; 第 二 
项 为 转动 加 速度 ， 我 们 可 以 利用 定 负 转动 中 的 S 式 避 .9)。 最 后 
BI m 386 BE Ar Hii s R: 


&— G9 -d- £X rd- «x (XT), (3.132 


JEA HJ 7E: EO Xs 38 B PI Hs EE 85 ox AO m 2E BE. h PEE Zr £r s 
一 部 分 是 假想 该 点 “冻结 ”在 平 动 参 考 对 上 的 牵连 加 速度 (与 基 
RIGERE Hs 另 一 部 分 是 该 点 在 平 动 参考 系 中 作 定 轴 转 动 时 
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的 相对 加 速度 。 

例 5.4 设 便 3.1 中 轮子 滚动 时 ， 输 心 速 旗 是 常 向 量 u, RE 
心 【 了 刚体 上 的 点 》 的 加 速度 。 . 

解 ” 取 轮 心 口 为 基点 , 则 平 动 加 速 弃 qo 二 0, fü x HEy—u/R 
=% E, MASIE, Ae, BAG., mE E h H 
LÉGER Us E354 Ga 一 个 心 ? 辊 心 还 是 瞬 心 ? 2 
wx (xr) 72978, kbh Ret, | 


kkk — 是 否 可 点 选取 瞬 心 局 点 为 基点 ， 求 用 瞬 心 的 加 速度 ? 


Æ k k 


513.5 梯子 的 证 xh. 梯子 AB 
Ei, —BrHesedcE bL (图 3.23)。 如 将 
BBCEFGRAJUGISERE u aA zk F e i 
动 。 求 当 梯 子 与 墙 的 夹 角 ”一 30 kF, 
B 点 的 加速 座 和 杆 的 角 加 速度 ， 拌 用 
i Ru, 

E MARRJES DIBHIEE. 

第 一 种 方法 。 Ue-o0), OB— REA IDE MINES 
y—30, BE EuigOA-x-—ut, F E3.29 BFAR 
是 有 


—— ut 
y= Pwt, g-aresinyg., 


HR, AARRE talu 成 立时 适用 。 
为 了 求 Hiy, y ,可 以 将 y 对 时 间 上 直接 求 导 ， 志 可 以 对 内 求 
J. RASP u, tjt Rk WOES 
yy= — utt, 
SDk— uS 得。 
y Myy——u, 
于 是 有 


183 


PDF created with. pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


* ut ut 


» 一 tI 
n ud yt ut 
^g c-—— u C 7 d? —udisor a 


[Ri zi RT ELIC i 
LI u Lu ut z 
P = diui p 一 REPETIT 38/434 | 


Ha t= Esing RA, d 


" ut u? 
y 一 ec P, p =z} zz sin e secip, 
ELe—30' (CA, mhi 
aR — —8:u/(37 3D, e—4u / (7319, 
aa WATE RIAMH Fo € ER itf IDEE EE EA 
PR. 

第 一 种 方法 。 横 据 了 刚体 平面 运动 
的 竹 质 求解 。 因 为 和 4 点 速度 是 水 平 
的 ， 吾 点 速 府 是 竖 直 的， 梯子 的 瞬 心 
C 必定 在 寺 有 点 的 惟 线 与 过 BB 点 的 水 
不 线 的 交点 上 (图 3.24， 为 什么 ? n. 
RELD C 为 基点 ， 根 据 速 讼 分 布 公式 
有 


uuo « AC-—ulcos V. 
图 3,24 HW TON b 将 9 二 30" 代 式 得 
w—2u/w 31, 
A m) 2g SE ET Fl. 
BRELAA HE. Bdqaoaj-—o.Me B m ADEE apoa ta, + 
qn， RARS TAE. RRUA MEE e. CH m Bu A 
HO) Adaba ie, HEAT DARRAR E: HA € xbok A). ER 
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WEE saw， 其 天 小 为 

a, 7c o? AB — 4u3/3l, 
2$ fé] ri B {RIR A Las A ERE Hor fg, dH iR EAD An. PR 9, ,qn E 
aa ZEA 3 RB RIA EE (图 3,25)， 就 本 以 确定 aa 与 er 的 指 
Kj, FJ£HORDURGEGOA UN 


d ludum 
tU" 838 3 3v 3l 
由 此 可 得 
a, Au? 
Pes 3b) H3.25 mx dm a 


其 方向 为 道 时 针 。 | 

上 例 中 两 种 方法 记得 的 结果 当然 是 完 人 至 一 样 的 。 人 以 廊 法 的 特 
点 来 看 ， 前 者 用 了 求 导数 运算 ， 而 后 者 却 尝 人 金 设 有 用 求 导 运算 。 
汶 什 么 会 有 这 样 约 差别 昵 ? RA SEHE. EE, fik DR 
fümikBEXX t mpDEDGAEBIIISUEEE. 4d) BP TEES ADAC 
们 的 变化 过 程 中 下 能 说 清楚 ， 第 一 种 方法 ， 先 列 出 在 任意 时 测 即 
整个 过 程 中 < ，4 和 9 这 些 最 之 间 的 关系 ， 故 可 以 对 芋 求 导数 ， 
以 后 再 以 特殊 时 如 的 P= 二 30" 代 A, ILE E XECR ABS ETIBE f, 
在 第 和 二 种 方法 中 ， 应 用 vv 和 a 的 公式 (3.10 和 全 .13)， 它 们 是 用 
求 导 方 法 推导 出 来 的 ， 即 在 公式 推导 过 程 中 已 经 芍 虑 了 艾 ' 个 时 间 
壕 程 ， 而 公式 一 经 导出， 我 们 就 可 以 把 它 当 作 瞬 时 性 的 美和 驰 式 看 
待 ， 它 给 出 了 各 个 运动 量 的 瞬时 信之 间 的 其 和 柔 。 借 用 第 二 党 一 弄 
3k Bri Hn KREMER. WEE ARE HRAE— SK B (iki 
是 这 样 ) 凝固 住 各 个 变化 着 的 运动 最 的 竖 时 佳之 加 的 关 梁 ， 式 
(3,10) fa (3,120 无 分 体现 了 微分 学 怎样 被 用 来 反映 机 械 和 运动 的 
«Exp XA" 的 基本 矛盾 。 


185 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory .com 


ERDARA OS 


前 面 已 经 诽 过 随 着 时 间 的 变化 , 瞬 心 的 位 读 是 要 改变 的 .下 面 
EXE SEES ET 20 PK RETE BED C 位 置 的 变化 (图 3.26) 。 

图 中 分 别 表示 在 三 
AS e] BE XL. a 
AER ri. impe 
ib 5r 5] 是 C,, C5, Cs, 
ERESZ [4.6.7] 
HA. eL YER Ai 


s OCC odes 就 在 Ax 
Bü, EJEA 
ye 一 0。 


瞬 心 在 词 定 系 《或 相 寺 
国定 室 间 ?中 的 轨迹 ， 
n} fir sE BD fR ae E a 


取 刚 体 上 的 固 连坐 
MELO, e, e], ET 
zB AHA RN kÉ 
Jie C,0,C5 BERE T MIR Aola 同 ， 其 方程 是 

etaim RE, 
Mt fEBIIE3& CHOHDST HU (Ede Pp) cPSELUZEUL ea 
RERE. 

An A de EEEL AZ ED iA DRR s LPS RS XAR. H 
FAAA “AE” EH A RALA HR EDE R 3H BUPEBS Gi 
运动 好 象 是 动 睡 心 线 刚 体 在 zE BEDS ERI Hs EIERS, 

例 3.6 -EARR ABE 存 平面 Ory 内 运动 , A gus SE Pr 
Hefst Ox 4A E. Gr A m DfEgETA EE HaMPSU. E Ov à 上 的 固 


186 


Hi3.28 Wr EEE 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com - 


EA Dabhi, HRB BE $% xb jb] r5 mT OLX A HR oH si 
《图 3.27)。 访 AB—OD-—a, t ^EBE.D EUG BEL EEB 7; f, 


图 3.27 EA du RO R HR 


WE mp ERU 上 的 坐标 AlB, ee], e, 0 $IDISBA.e, 
CnP i$ BE, EER A RAEI X d. AXERI MITES 
A nE r EERE AC p. BEY 上 与 局 点 重合 的 那个 点 的 
速度 wp 总 是 沿 着 BE JACHA? ), WMA, EOX E tD 
H5 DE WEAH DC 上。 这样， 瞬 心 就 是 AC 与 DC 的 交点 
C, 
利用 三 角形 英 系 ， 窜 易 求 出 
BD-OÀ-a(tg p + secp}y 
H m Ebo CFE Oxy 中 的 坐标 为 
x—OÀAÀ-—a (tg p + sece}, 
qui e —OAsec p= xsec p, 


MPRE e. QEARHHZEBEO IE CN 的 方程 为 
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x*—u(2y —0, 
Wo C TE Ogn 中 的 坐标 为 
FCD=n sec p, 
| ee $--sec 8), 
Mpt p JIGDELOICM DJ EO 
=a? a). 
TARRORI Eidi. BLDA. RREI A A e T Duda 
线 CM dz à —r [| zz odd CN 上 作 纯 滚动 时 所 造成 的 。 读 
"p Ean EH) zbEEDSECM:GwE T BIB TEE ED, 
在 另 一 张 不 避 明 纸 上 画 上 定 瞬 心 线 CN(Oxy 标 架 也 画 上 )， 然 后 
HARE REHE FEEDER E EBED R E E 
以 验证 这 个 结论 。 | 


3-3 刚体 的 定点 运动 


证 刚体 或 者 其 延 拓 部 分 上 有 一 固定 不 动 的 点 ， 则 刚体 的 运动 
称 为 定点 运动 。 一 个 轮子 沼 匮 跌 形 水 乎 轨道 SESOE3.28 002, 
轮子 平面 保持 竖 直 ， 轮 子 中 心 卫 的 轨迹 是 个 圆 ， 这 个 圆 的 中 心口 


加 3.38 刚体 的 定点 运动 


就 是 一 个 国定 点 。 这 种 情况 的 固定 点 并 不 在 刚体 .上 ， 而 在 其 延 岳 
部 分 上 。 可 以 把 此 刚体 延 拓 成 光一 个 以 输 面 党 底 ,9 为 mBBACII 
锥 体 ( 图 3 .28 (h) >). HEL ETERA TATE E 
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个 固定 圆锥 仁 上 的 和 滚动， 而 锥 顶 口 是 固定 点 ， 

在 固定 参考 邓 中 取 固 定 正 交 化 标 AIO, hiis], BD Oxyz, 
其 中 人 〇 为 刚体 上 的 固定 上 点。 再 在 刚体 上 取 固 连 正 交 坐 标 系 [0,e1， 
es es]s BOEne (El3.,29}., 

设 图 连 众 标 柔 的 单位 向 昌 基 8 与 固定 化 慰 柔 的 单位 向量 基 
zz [RE AS 25 Td AREE € A 


HB] Q;j=e; iH, G,/—:1,2,3). 
上 矩阵 Q— [Q:;] 4 — T 1E SERERE , 
Bp 

Q70-—l, 

E XE GRE ec [e e, 63] 5 IH 
nd i= [iii] 之 BEAR 
RA 

e—iQ, (3.142 


或 者 
i—eQ"—eQ", (3.15) 图 3.29 MERSER 
HRAJE EER SMERE R 
rh Ag 5E d Fij BEY xi = [xxx]? Hüfx,vz]1T. TERNA RP 
的 坐标 列 阵 为 上 二 [的 os REIG, S] Ae A re 
HARER 
r—et', (3.18) 
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将 式 (3,14) CAL GR (3,160 得 
r—iQ£'". (3.17) 
因为 1 的 每 个 元 素 是 常 向 最 ,8 HTE oA CE OM AES PARA 
《3 ,17) 对 时 间 上 求 一 次 导数 ， 得 


v —iQ£*, (3.18) 
. d 
Job Q — Q0, ERREA dp Rot Kee nd TERRE, 
HAG. IDIAK (3.1), $% 
v—eQ'Qt: (3.19) 
我 们 来 研究 年 阵 QrQ， 因 为 肌 是 正 交 矩阵 ， 即 QQ 一 1。 将 
它 对 时 间 诗 求 一 次 导数 应 为 老年 阵 ， 即 
d NK. à * » 
= 去 [Qrol= QQ+ Q7Q—0"Q--(Q7Q77, 
这 个 式 子 说 明 ， 和 矩阵 QraQ i365 SME ERD 3E AE Ri, 
所 以 ，QrQ 是 一 个 反对 称 籽 阵 ， 它 的 对 角 线 元 EER, m 


非 对 角 线 元 素 有 关系 ALO] + [9701420 (i,j 二 1,2,3)。 于 
是 我 们 可 以 拒 它 写 成 如 下 的 形式 


Ü — a ia 
Q'Q-— wy 0  —«, | (3,202 
— wa UT 0 

AB 二 [QQ]: — — IQ"Q15s, 
ta 一 [Q" Q] = — 1Q'Q1 ai, 
9,— [Q7 QI, — IQ Q1 s. 
QD 反对 称 上 第 阵 只 有 三 个 量 是 独立 的 ， 我 位 引 册 Td € ojos 5 oo 是 很 自然 
8j. [RES EA g UE XX RABgUEIS. dud ex 与 c3 的 位 时 对 搞 一 下 ， 这 sk 全 是 
为 了 使 以 后 的 答案 整 济 乱 网 ， 相 这样 部 当然 也 基 昌 以 的 。 
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merum db cha db MEAT Ta REO E 


xk ^4-xBiERROnf&sEmEBEE. TERNA T AA: 
fg u BE 4L As —- hc PRAB RE, ES TE ERRA BUR 
EOREECIESRLEVIDE ESMEEGOL E wd a EA A A RE. 
因此 ， 式 4 弛 ,19) 恒 可 和 与 成 


0  — iy £o, a 
二 一 [@1, #2, 2] (ia 0 LEN Ea 
mr t) 0 gs 


zz GE, ahia) eu H GE, — 9, 73) es t (91 £4 — ad) eg, 
(3,21) 
4 —- oH ERAB IE JE de ASAM. Aea A 
引进 一 个 以 这 三 个 元 素 《 活 上 适当 的 正 负 号 》 作 为 分 量 的 向 量 ， 
这 不 向 量 吓 仇 反对 称 抱 阵 的 相伴 向 量 ， 对 于 角速度 矩阵 电 凶 ， 我 
MISGE EE o] Eon P. MARRERO oH 为 分 量 ， 组 成 
4xh — (9 &, E ata O5, 
那么 e 和 一 88 RR 
e; € 8, 
Qux F— 0, f d 


à be 5 
EàiETIFUXEGIG350.205z S fBI]B8]. Hie 3M G.2)) ARE 


| U—tG Xr, | (3.22) 


RREA E TEES 2E HH Ba sk HE 4r AGAM, IESLIS ETE GALE H 
的 速度 分 布 公式 (3.21) 等 价 。 我 们 把 角速度 矩阵 中 O 的 相伴 向 量 
co 吓 拔 刚体 的 角速度 向 时 103.220 与 定 轴 转 动 中 的 速度 分 布 公 
式 (3,.8) 在 形式 上 是 完全 相同 的 。 急 明显 ， 刚 体 的 定 hh 转动 (至 
隶 有 两 个 点 不 动 》 当 然 应 该 是 定 虎 运动 《有 一 个 点 不 动 》 的 特殊 
情形 。 但 是 两 者 之 间 有 一 个 根本 手 的 差别 。 在 定 轴 和 转动 的 刚体 上 
Ch df HK EHR ARA — BUDE T uif, Alik É AS BEER 
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xx HRfdfeuy. drxEin-a3he. PAER, BRITE 
一 个 瞬时 ， 经 进 定点 作 一 -条 fRDEMEIG GbecgEdiBUik. IS HU 
3X (3.22) 可 知 ， 阱 体 上 位 于 这 条 直线 上 的 所 有 点 的 速度 均 为 需 。 
因此 ， 可 以 把 这 条 线 看 成 是 一 根 转轴 ， 然 而 我 们 立即 又 说 这 挝 不 
©- RERE H. AAR EA AG WE HO. 在 这 一 - 瞬 有 于海 
Sx. TET —BEBPAEOC—u205* [. WHE E 9.— Hh E53 4 BO 
REJET (CAA ep 77 p] AE BE fe] 46 TELS. , 即 转 轴 在 空间 的 位 
RATT GEDULD. BILD. RIERA £6 fh COURSE PEZ) 
$8. fk 为 瞬时 角速度 ， 意 思 是 开 体 在 这 一 瞬时 好 象 是 绕 这 农 轴 
转动 ， 就 这 一 睡 时 而 萌 ， 它 与 定 轴 竺 动 盖 不 案 。 也 正 足 从 这 个 齐 
世上 讲 ， 定 点 返 动 也 可 这 是 做 定点 转动 ， 

前 了 面 导 出 角速度 向 量 的 一 系列 计算 ， 仅 是 理论 上 的 做 法 ,在 
解决 具体 问题 时 大 不 需要 这 样 散 。 下 面 我 们 介绍 一 种 求 算 角 速度 
HEFE, 

RAIH EBE TEE Ah, xipÉEJESUS —zC,. ERRE 
HERES TE, WAT EEH OC CREK) IE Agt 
OC &AEBEME taf File 
w E37; PTE. 

3.7 FEH r 的 证 
bie mga fE sk EP CHI 
3.30), LH mig.o. E fi 
AE ou, HOHLAR ER, 
REH EREE ds 0i ^ fü 
Hes BByuH. 

图 3.30 RB E EDGE NR ipo. Br 
BiR AA CREE ve 二 0， 于 是 OC RER ezhi, WEA 
(O,e,,e, 4] Zu 3. 30, «nf ix eo—u.es—,e3, MAHE. 3I 
BixsBSIRBJÉXG, "nu 
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(oa p 
-—- 
Heg—exOE-ue, f 中 的 关 
ARRATI 
(Wes Daeg) X Re, — 0, Re, —ue,, 图 3.31 JL XX 
Bib sj f 
(, —u/ R, £6) — MT. 
u u 
TE €e—- pm 7377, Ts 
一 -> 
因为 4 一 Res 二 rel， 根 据 式 (3.22) 有 
|t: €z £5 
ur u uc r 
C,—«xOA-—|Ü g — --MWe,—HUe, — pt, 
r Ü R 


所 以 va—u./24 C/R. WER, vea7EYROTOTOEDP3. 
HB, Hiva—exOB, nfibva—2u. | 
以 了 上 是 求 角 速度 向 基 的 一 种 办 法 。 当 然 应 用 变换 矩阵 直接 
SHARED FEBRE AAEE) t 
是 可 以 做 到 的 。 但 一 般 说 来 ， 这 样 的 计算 比较 完 长 ， 为 了 对 上 比 ， 
举例 说 明 。 | 
例 5.8 未 例 3.7 中 的 角速度 天 小 。 
SO m i= [isti] es 
fe, €, ex] 如 区 3.32 斯 示 。 HEXE, 
dE Bel zB Bg A Ae bs A B6 DRE S, BRA 
iir E BI SEGRO 处， 这 样 的 
到 沾 并 不 影响 变换 矩阵 中 的 各 个 
元 素 ( 息 应 向 量 的 方向 余弦 )， 因 
此 不 影响 最 后 的 结 某 . 
egi AE SEES 7; IJ. E5 CEEE EE 
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Oxy 和 平面 平行 ,下 有 

€4— 008 二 ain fz, 
和 将 es 2S FEE PERE A taR MAREEA 
a aE Rp sia 0) je x giy Faa A HU 


€,—5sin 8 sin gi, — sin Q cos pi — cos 站 


FIE, np 
e,=cos Ü sin gi, —ctos Ü cos pi, 4- sin BE, 
因此 变换 年 阵 为 
cos Ü sin p sin Ê sino cosp 
Q—| —cos ð cose —sin f cosg sinp | 
sin ĝ — co ĝ 9 
经 过 上 比较 元 长 的 运算 可 得 
—$ cos Ë 
Q'Ó— | —6 0 一 paing |. 
M cos 8 " ain 8 Ü 


EXE PES xEBEg]ETEREevnay dm oo 和 ww 分别 是 上 
述 和 矩阵 中 拉 列 数 为 32,13 和 21 三 个 元 素 ， 故 有 


9 sin 0 
ac [e e, e,] | —9 cos |. 
| 一 8 
由 于 轮子 滚动 时 滤 有 滑动 ， 图 中 弧 长 C 开 等 于 G 季 '， 故 
Re 一 r9。 


将 上 式 对 时 间 上 求 一 次 导数 ， 得 RP 二 78, W Re 就 是 轮 心 8 的 速 
Eu, RAIE e-—u/RGp Oü—u/r. LAPSARA fos dt 
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uu 一 [ei ez, €z] 


fg BE f] ik «o 2S T Ji a 08 PAER ITAJ e-—iQ 代入 上 式 
mig HJ 


u " 
cos Ü sin 的 sin P sing cosg -Rsin à 
w= [i fz. ia] | — cos 8 cosg — sin Ë cosp sino -eos 
Bin B — cos Ü Q — t 


Uu 

一 - — c0 
0039 
u 


= [4545.4] m-ein | a 


H 
R 
o 的 大 小 o= (T) (R) ,所 得 结果 与 例 3.7 中 是 一 样 的 ，1 
将 速 府 分布 从 式 (3.22) 对 上 时间 求 一 次 导数 ， 横 可 得 汕 可 速 
B3 nux: 


| G —£»xr--tcx xr), (3.23) 


H hedo, dti BW P ps f dnix PEQAI E. LC L2 YEJE GA, E "s zt 
fe sl rB ni BE DAAA. D St, RA F «e n9 方向 基 
亚 化 的 ， 所 以 8 不 一 定 与 wir aah GEA, E 
刚体 上 的 点 不 一 定 作 图 湖 运动 ，Exz 不 能 理解 25 UA" Anim 
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BE. 


34 角速度 向 置 、 欧 拉 角 


刚体 的 角速度 向 量 是 理论 力学 中 比较 难于 掌握 的 一 个 概 售 。 
一 个 物理 量 ， 如 上 虹 在 数学 上 可 以 滩 述 成 一 个 向 最 ， 首 先 必 须 有 明 
AA ObFZ IE. Bin. WE, JINISEHESENLIS dE. mui HE. je 
度 和 质量 等 就 不 是 向 量 。 对 于 角速度 向 量 ， 可 回顾 -- 下 3-2 中 定 
轴 恩 动 的 情况 ， 我 们 把 角速度 向 量 的 大 小 规定 为 18| ， 方 向 规定 
为 沿 固定 转轴 ， 指 和 闪 按 右 手 螺 旋 砚 旭 确 定 。 既 然 玉 小 和 方向 都 是 
确定 的 ， 那 么 当然 就 满足 了 作为 向 县 的 上 波 条 件 。 伺 是 角 速 订 疝 
量 的 这 种 规定 趟 便于 直接 推广 到 作 定 点 运动 的 刚体 上 。 因 为 在 定 
点 运动 中 ， 不 相 企 一 根 疾 定 轴 ， 扬 以 无 法 简单 地 说 出 角 束 度 向 朋 
的 方向 。 同时， 完 点 运动 中 哪 一 个 角 对 应 于 定 轴 转动 精 pamm 
角 ， 也 不 那么 简单 明确 ， 因此 BEDA UD 9 b ORAE f PE 度 向 量 的 大 
小 台 不 太 合 适 。 我 们 注意 到 AH 阵 表 太 式 (3.7) 和 (3.21) 的 导出 是 
严格 的 ， 而 且 式 {3,7) 就 是 式 (3.,21}) 的 一 种 竺 属 情 况 。 如 果 以 式 
C3.21}) 为 基本 关 采 式 , 则 定点 运动 与 定 轴 转 动 的 描 壕 就 统一 起 来 
Y. EH HRI AREJEE G 2001X 4E XL Y Lir Ebo. M A 48 tE 
C Hil FS 38 BE I5] 812 一 十 Bs 十 Wega — m ERE BIS XL o] RI y Hg 
EAR. Pub. iXX BÉGE LOS PRSE BE DR SE (E DO A ARRAT 
下 面 我 们 对 定点 运动 刚体 的 角速度 向 量 给 也 一 个 上 监 观 的 几何 涪 
HH. 

刚体 作 定 点 运动 上 时， 它 与 一 个 球面 CULE H BISHER Og ^ 
£55 mmi S 将 保持 在 球面 上 {图 3,33(a))， 扬 以 截面 S 的 运动 
可 以 代表 刚体 的 送 动 。 这 -点 和 琅 面 运动 {图 3.12) 是 很 相仿 的 ， 
其 实 ， 如 果 谈 想 球 心 在 无 穷 迹 处 ， 邳 么 球面 运动 将 成 为 平面 运 
动 ， 平 面 运动 是 定点 运动 的 极限 情况 。 

或 在 At RBH LOUR. S 运动 到 8 (图 3.33(b))，8 中 的 大 
ILL ER AB aAA B E AA ARAFA BB' 的 垂直 平 
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图 3.34 SE EXE mh WOLF fe E E ILE or TL fep a E 


pmp. ， 这 两 个 平面 的 变 Hub OK. FERDA 
C*ABZIC*A'B'4- pj, HohC* OK? IRE RIZ AR. Hi ARIE 
在 限时 间 内 的 运动 就 是 绕 OC* phth T ARE Ae Cur F 球面 角 
AC*4')。 当 时 间 间 隔 At 趋 于 堆 时 ，OC* 的 极限 位 置 CC 就 是 
瞬 时 转动 轩 ， 亦 即 角 速 诺 向 量 % 的 方向 ， 而 名 的 大 小 则 等 于 

lim A£/At, 我 们 世 可 以 完 公 由 这 种 儿 何 角度 来 定 疼 定 点 运动 


的 角速度 向 量 ， 这 和 由 分 析 方 法 通过 角速度 矩阵 QrQ 引出 的 角 束 
EARE, AEEA. 

HERT KIEA. AK AT EE E Jd 
法 则 ， 例 如 ， 一 个 点 作 亿 移 nu. MEE 7r,:， 那 么 结果 是 按 生 行 
四 边 形 法 则 相 加 为 ri 十 rz， 因 和 殉 也 满足 交换 律 ， 即 

rit r= tf, 

d EE ELS RA DEA IAF, dB 并 不 满足 这 个 条 
件 ， 这 种 县 就 不 是 向 量 ， 鲍 如 刚体 绕 一 要 轴 转 过 一 个 角度 5. d 
人 暂且 用 向 量 符号 来 表示 它 ， 其 大 小 就 是 这 个 角 座 的 绝对 值 
181， 考 位 沙 转 轴 ， 指 向 由 6 的 正 负 号 按 右手 蜂 旋 规则 确定 。 这 样 
定义 屿 来 的 如 着 不 满足 平行 四 边 形 加 法 法 则 ， 这 只 查看 一 个 实例 
WET. BEHE. piei 置 如 图 3.34 0 Bü. dj 
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yae x 轴 转 动 0"， 即 把 角 位 移 取 底 =i 成 为 图 3.340) 


图 3.34 ARATE TENE 


所 条 的 位 置 。 随 后 再 将 它 绕 办 转动 80*， 即 叉 经 过 一 个 角 位 移 
E 


8 一 一 7， 成 为 图 3.34(o) 所 下 的 位 置 。 如 采 8 $n 8.2 In ds 
那么 它们 应 该 可 以 相 加 ， 即 u 
8—8,4-0,— v2 


2 P zn, 
3b asUR CRUS lg bri ge COE x 和 4 轴 的 分 角 
线 。 但 是， 如 果 以 星 线 为 转轴 将 图 (a) 的 位 置 86 过 fa e Ton, 
则 并 不 能 得 到 图 (c) 的 位 置 。 同 样 ， 可 以 验证 有 限 角 位 称 不 满足 
加 法 的 交换 律 。， 计 者 可 以 将 图 (2) 的 位 置 先 绕 Oy Pb 907, £A 
ERAO: 轴 转 过 90*， 和 看 看 得 到 什么 结果 。 由 此 可 以 得 出 结 诊 ， 
有 限 角 位 称 不 是 向 量 。 

尽管 有 限 角 位 移 不 是 向量 ， 但 是 无 限 小 角 位 移 却 可 以 用 平行 
四 过 形 法 则 相 加 ， 即 如 果 上 面 所 说 的 转动 角度 是 无 限 小 量 dO, 和 
扫 ,， 那 么 两 苞 转 动 的 结果 ,确实 可 以 用 平行 四 边 形 法 则 求 和 、。 
于 是 ， 把 和 无 限 小 角 位 移 除 以 所 经 历 的 时 间 定 义 为 角速度 ， 那 么 它 
也 是 可 以 用 焉 行 四 边 形 法 划 求 和 的 。 


pj 
i z J= 


D EETA E UBN RIAA MEE, LHZ 
aig 73. 
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Mar o ^id os dor dd un 


"mA ^rh 


TEE I 


T iti H2 917; 2k UE HL B EE EE i ACOEGH, HT nid BERE Ju 
定理 。 

首先 要 明确 两 个 角速度 向 量 相 加 的 物理 注 尺 。 设 有 一 个 刚体 
相对 于 参考 系 3 作 定点 运动 ， 定 点 是 局， 共有 角 速 靡 向 晶 记 作 €. 
LRR RSE QUEDARA H TE RAS EER 
xix], EALO., RAEE., MHH TES RS 
来 说 ， 当 然 也 是 作 以 OQ 为 定点 的 运动 ， 将 相应 的 角速度 向 量 记 作 
e», 我 们 在 刚体 上 取 园 连 向 其 基 ee， 再 分 SIEG ERO EBENE) 
Jk) REG ERAZI, ETZERA. 我们 可 以 有 
Fi EHE E AEBER. 

定理 设 基 # 相对 于 基 i 的 角速度 为 各， 基 iH TTE Ó'Bo f 
E HESS £2, dk e 相对 于 基 U B3 fi HE DU w, WE 

w — co 4- £2 (3.24) 

证 明 “不 类 一 般 性 ， 设 基 e ,i,i' BOTE AREA., PJPUTHH 

基 xj3b eps HAXBMEJEP, mh a wE Q. HI 


8&8 —iP, (3,25) 
和 i—i'Q. (3,26) 
则 显然 e—i'QP, (3.27) 


J&rp P m OQ SpEIESEABME. MA, mH P' 到 基 8 的 变换 矩阵 


EP, RA 
P’=QP, 


TE f TLE BH fr 3c Joi Sie pa x 71-78 HR RE e 2 a BOX S6 E D H AEZ 


网 w (Ha) 


| 

E s Lyg 
>=， 

(Œi) CE SE ES GRE i^) 


ap dx RE OQ 
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HEERE [B] 9 36 25085 (3,240, XA EEG SR RT UHREEREU RA E, 
根据 上 节 的 结果 ,由 式 (3 .25) 变 换 第 阵 P 5 e uz IB] 889 25 78 29 


Q 一 0 g 
PP = AM 0 |m h 
— ity 划 1 DD 


ENA w= [e 65,641 [os Wr 095] ", 


同 理 ， 由 式 {3.26) 4 Hn O 与 如 之 间 的 关系 为 


0  —£A Qa 
Q'Q 一 Us 0 -A js 
— Os 2, 0 


ENÉ 一 上 
考 虞 刚体 上 任 醒 点 M. E fe r= OM 可 以 表示 为 
r--et*, 


其 中 &* EE > 在 基 *# 中 的 坐标 列 阵 ,其 中 每 个 元 素 部 是 上 常量。 
将 式 上 .27) 代 文 得 
r= QPE'", 
我 们 来 求 好 点 在 参考 条 S 中 的 速度 vw'。 将 EAX 时 间 求 
e 全, 注意 到 在 参考 条 S! 中 看 i 是 常 向 量 林 ,坐标 列 阵 QQ@P t£ 
随时 间 恋 化 的 ， 而 二 xJÉ € RUM. MHA 
e’—i'QP E TiQOPE:. (3.28) 
bx ERAE— nef 以 利用 式 (3.25) 和 (人 (3.26) 以 及 (3.19) 和 
(3,22) 写成 为 . 
ro P£'—iP £^ —eP"P£'-—woxr; 
ERAM SRL Id RT EL 25 5 783 
V ÒPE = iQ ÒPE S= iO Qx' —Qxr, 
UERSTTALLITIIMETEILEXELEZTITLDLICR PEERS 
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pART sene M XE SAGN CLA.) 
PE =r, 
x+ Rie 在 基 上 中 的 坐标 列 笑 。 于 是 式 (3.28) 可 以 写成 
p'—c«coxr-d4fjxr— («o or £2) xr, (3,29) 

Fm, v EAS 为 参考 采 的 速 论 ， 根 据 式 (3.22)M 局 

RIIE HE aT EF 

ve 
MERE G.29)4 IE, AAH r r JE (EXER, PARRA G. 24) 
REL. 

McESRBOEBIIPÉRRÓDIBIDURGU. 4A H E HEE RE DDATE 
XA EWW, HEETE. dEJLÓ EAR BIO A EREE 
rg a 89 Ft Ads k M. 

ELEBET —^A- 8528 3i A t61 di BI DME AARI nu FERE 
度 是 小 足 这 两 个 荣 件 的 。 回 忆 在 1 中 我 们 说 过 : “有 大 小、 有 
方向 ， 生 满 是 以 平行 四 边 形 法 则 伯 规 法 的 物理 EDERBUED". GE 
为 止 我 们 一 直 是 这 样 来 理解 向 量 的 。 这 在 一 般 的 应 用 中 已 经 侣 用 
了 ， 而 在 许多 数 科 书 中 也 都 是 这 祥 说 的 。 现 在 我 们 要 指出 ， 这 样 
来 理解 向 最 是 不 够 僵 面 的 。 严 格 地 说 ， 某 一 类 物 运 量 被 称 为 向 最 
应 该 再 具有 第 三 个 条 件 ， 这 就 是 ， 如 果 遥 过 这 个 向 量 去 表达 一 个 
客观 的 物理 规律 ， 则 所 写 测 的 物理 公式 ， 在 同一 戎 考 邓 中 对 于 不 
同 些 标 落 来 说 ， 应 恋 具 有 相同 的 向 量 形式 。 或 者 说 物理 公式 不 依 
至 于 坐标 系 的 选取 ， 即 物理 规律 对 于 坐标 变换 具有 不 变性 中 。 例 
如 ,对 于 点 的 位 置 向 量 > 和 速度 向 量 o， 物理 公式 w 一 了 ,在 同 
一 大 若 系 中 不 管 对 于 哪个 坐标 对 其 形式 都 不 会 改变 ， 这 说明 上 成 的 
EERE > 和 速 座 向 量 0 EWERTZ. Rm EREA R 
是 这 个 系 件 。 下 面 我 们 就 来 六 明了 这 一 后 。 

刚体 上 点 的 速 府 分 布 公式 是 2 二 中 Xxr, 它 是 一 个 反映 空间 位 


© gm Spencer 和 Moon iX uy «Vectorsp? — H, 18663EX CHI. 这 本 书 中 
Ap Ei ug sdb. WETHER. 
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置 、 角 速度 和 速度 三 个 物理 量 之 间 的 申 理 公式 。 现 在 我 们 来 看 这 
个 公式 对 于 任意 选择 的 与 标 孙 是 害 具 有 相同 的 向 量 形式 ? 
ix fk Ep xs E ir OLI 
£s Oz 轴 转 过 一 个 了 角 ( 图 3.35), 则 
Of 与 固定 轴 Ox 的 来 角 75 v. Bk 
的 角速度 w— p ea, 根据 式 (3.8)， 
HAIRA (6 .,0,0) frg s M 的 速度 为 
D= Xr (pez) x (£e, ne, 
十 0ea) 一 fpe, 一 Toel。 
AmE gei- -组 新 的 向 址 基 
pena [01.65.63], E '3[ ei, es. e] 05 25 I 
在 于 es 一 一 say HIBA 3,35 irafeii 2i mi da m y) es o Du aE ELA 
HHR ABA e Hbonam, xXdBM eA. duc RS 
Bn AIO, e, e;. es I AETA RIO.eu, eel. 7408. xXx dh E 
-fhe d. E AE Ma ipheIE 


1 0 0 
P-—| 0 1 0. (3.30) 
0 0 一 1 


EP iE P. M 点 和 在 基 日 中 的 辣 径 为 《 抑 公 式 (2.21)) 
r'—e'P7r'* —£ e, tte, 
Hoprt—[£.9,0]7, mE e' 中 角速度 为 
w =e! PT ot —— pe, 
JM e*—[0,0, gz7。 所 以 在 基 e' 中 M 点 的 速度 为 


Ve xr oS (e pe aE etn eR) 


——$ie-n$e). 
但 是 由 基 8 PREEN a o 让 接 变 换 到 基 8 中 肘 ， 因 
ye 一 [一 了 9， Ep, 0]7, 
点 有 p'—e'P'v:— Foe,—nee. 
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这 显然 和 上 式 相 凶 盾 。 在 上 面 的 推 泪 过 程 中 ， 使 用 坐标 变换 是 不 
生出 问题 的 ， 回 题 只 能 出 于 在 藏 e' 中 半点 的 速度 不 能 表达 为 
ve'—«o'xr', MPERA Wü e'—r'»x-', WU c JH AX ARD. 
T. IBXkf£E—3k, AR v—e xr 在 不 同 的 坐标 系 中 就 不 再 具有 
TEE. XkULHIDT foiEHE e 不 能 承受 由 右手 条 到 Z6 手 OE 
去 手 有 条 到 右手 系 ) 这 种 坐标 变换 ， 即 它 不 满足 第 三 个 条 件 。 

我 们 还 可 以 从 几何 直观 来 考 虚 这 个 问题 。 图 3.3§ 中 镜面 反射 
后 搬 号 都 用 去 未 标 蚀 。 读 者 试 考 虚 久 子 里 角速度 向 量 CHD EX 


p>0 
A3. 11-9 2-8] EE EISE MIR E) 


中 的 «2 的 箭头 应 该 怎样 指 和 对 ? ex r—e 这 个 式 子 在 镜子 里 
是 否 还 成 立 ? 这 里 产 上 符 的 矛盾 说 明 当 有 手 对 变换 成 左手 系 时 ， 骨 
速度 不 再 满足 物理 公式 具有 不 变性 的 条 件 。 这 种 只 满足 第 一 个 和 
第 二 个 条 件 而 不 满足 第 三 个 条 件 的 “向量” 称 作 伪 向 是 或 几 启 量 
ORE yan ， 假 的 ) 或 轴 向 是。 这 类 向 量 还 有 旋 寻 向量、 动量 集 
向 量 等 。 三 个 条 件 都 满足 的 向 量 叶 做 极 向 量 ， 如 速度 疝 量 、 加 速 
度 向 量 等 。 固 此， 当 我 们 说 到 角 迷 度 向 量 时 ， 就 必须 对 毕 标 变换 
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EERE. iin, HUEIBHUEOOGRÉOSRGASUEHA 4. MA, R 
DEHAEN RA ERAPR IAHE «E 
不 分 ”也 露 不 出 破绽 未 。 

角速度 这 个 物理 景 本 质 上 是 — 4M C— ÉD OE XPGRGK HE, t 
(3,20) BA f SE EAE E P7 P 的 元 素 是 角速度 张 量 在 向 Er AE [ei 
e:e] FHH. A RRRA (3.21)， 把 它 写 成 


Vi 0 — úg ui Éi 
Vs = ih 0 一 如 $a js 
Us — y w 0 iL 


Tn 7 8 pE AIEE p] uk. 00 2. SLT OECD TR EE TORTE ARR BI. 
U3 25 RUE TES HEUS ERECTAE TERR. MR HX 为 el — e. el ces, 
sa 一 一 et。 相应 的 变换 拒 阵 战 是 式 司 .30) rRRS P, TEX FEITJ AE be 
"Ef P, ESRR ATH AI t 9 RA 
[9,73 v4 ] 7 — [Pis Pe —V3]?, 
tt = il 


Wi fó SE BE SI d BA BE EI e b f D 9 


0 —Us, w3 | i 0 0 
wy ü —i, = ü 1 0 


— ts M Ü | 0 0 —1 


| g Ü n P 
Ug  —8 0 l 

© yatar (1-0 BJ. EEA 7 RASTE +1。 也 可 以 是 
EMETRITITIITLOIILEUEELILILEIRSEG LEE OCEETITYTITI 
Buzz (iE - 1. 

Go EALE pH SPS KE ERSTE GE. 

© Gd disce MGBILSCDUDS. 
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于 是 在 新 坐标 系 中 速度 分 布 公式 变 成 
0 —4, 一 如 8 | 
一 |: 个 外， 
J 


ET 0 


i 
Fl | 
o 各 T a u 
w7 b7 € u“ CU e’ 
li | 
Lr | 
| 
££ o 
| 
o & 
| 
e B SE 
LL MES 
pU 
A a 
[| 
L— 


w 

BE. TUE ROB TURXb E JUPE ARCH BIBIBS X. 

根据 角 隶 底 人 台 成 定理 ， 在 计算 角速度 时 可 以 通过 引进 中 间 参 
考 系 的 方法 而 加 以 简化 。 

取 坐 标 系 Ofnt METER b. CHATA AE 系 Oxy% 的 位 
慎 可 以 用 3-3 He Zia Ace en. [Bak JU S TOR REEF AEST 
二 的 ， 它 们 之 向 有 六 个 关 季 式 。 实 际 上 定点 运动 的 刚体 只 有 三 个 
自由 座 ， 所 以 只 希 要 三 个 独立 的 变量 就 可 以 描述 共 空 闻 位 证 。 此 
较 常 用 的 方法 是 引进 三 个 欧 拉 骨 {图 3.37 a), 


(5) 


图 3.37 Ek 拉 A 
设 O27 Oxy 两 平面 的 变 线 为 On, 称 之 为 节 线 。 于 是 刚体 
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Oči 的 位 韦 完 全 由 以 下 三 个 欧 拉 角 确定 * 

角 xOn, iE 9, Er 3E RD fes 

角 zOC , Jk HI Oxy 平面 与 Ofn 7E rd inuito se fa infE 98， 称 为 
MEEA: 

Hno, iier fiU Bit. 

这 些 角度 的 正 向 规定 如 图 。 这 样 。 了 刚体 的 运动 方程 就 可 以 由 
三 个 欧 拉 角 与 时 间 的 关系 给 出 

,0 =) spe . 

Jt. dedu Oxyz 可 以 通过 三 次 定 轴 转 动 转 到 OnE 的 位 
E, AS b KEAT: | 

Jtet, dp Oxyz Bex 轴 转 过 六 角 ， 变 成 Onmz ,; 

再 作 章 动 ， 将 Onmz 绕 节 线 Or 转 过 6 角 ， 变 成 Onse s 

最 后 作 自 转 ， 将 Onst 绕 了 轴 转 过 ? fh, € Ont, 

如 果 把 刚体 安装 在 扬 谓 “ 万 向 支 架 ”( 图 3.37 (Pb)) b. WA 
渤 动 就 是 外 环 (图 中 年 个 方 框 ) 的 转动 ， 章 动 就 是 内 环 (图 中 整个 
JimO 相对 于 外 环 的 转动 ， 而 自转 就 是 刚体 相对 于 内 环 的 转动 ， 
进 动 、 章 动 和 自转 都 可 用 一 个 变换 阜 阵 来 代表 ， 和 矩阵 的 元 素 由 下 
30] Jj ARERR: 


P H * " x Pxs| s J t 
z cos -sinp o a 1 t Ü 
y sin cosy ù m Q0 cos -sinf 
x p (i) L z 0 sioð cos B 

Pa t " c 
a cosp -sing ù 
3 sit p cosp ù 
c 0 0 1 


于 是 OEC 与 Oxyz AATE HR RR H2 
P—PiuuPsaPus, 
206 


n———— e 


HRI TF P 7r ARRERA: 


P E " | is 
os - sin p cos» | 
ye " x , sin Ë sin 1} 
—sinq cosÜsiny| -—cosqcos Ù sin v 


tos («p sin - sin ọ sin 站 | 人 
-5$ 


+ ain p cos Ô cosi --cosq cos cosy 


z sin x sin tos p sin 8 cos B 
刚体 的 角速度 矩阵 是 PTP, 。 显 然 ， 如 果 直 接 利 用 上述 P 的 
表达 式 来 求 角速度 向 量 ， 计 算是 很 繁 的 ， 现 在 ， 我 们 应 用 角 速 诬 
DREK RA EEH E. 
iga’, m gi 2 53e zo Hh i nomm c eima. 
进 动 角 速度 为 ogas Pon. XRGhÁSMEDECU eaa 0 n*， 自 转角 
EEA eme — 9 如。 于 是 刚体 的 角速度 为 
« — $ x «Ong 
7] FH 73 18) ie 83; E nT A 
z —as? sin H+ cos 8 
= (Ë sin yin cos $) sin 8+ C? cos 0, 
n* — E’ cos 9 —1)" sin p, 


代 双 上 式 即 得 角 速 麻 向 量 为 中 


V sing sin 8 + Ü cos 
œw — [£9,9?*,0*] " cos 9$ sin Ó — 6 sin p 
$ + " coa à * 
* ok ok FRIES 3 38 BEBH «o E Ox yz 中 的 表示 式 为 ， 
O dst no BOR EU ELTE RE Rr MO ELO CES LP. i de oot Ei, PTP, 
HERJER., Piu AE c 在 基 LE, n5, £91 rn n IR Le 
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9 sin 8 sin y'4- Ü cos y 
«)1— [2,f7. R] — ọsin 0 cos i-r O sin 9 . k% 


p + pcos 


H3.88 RR. ,.0 y, Or 


Bjz.9 求 刚 体 作 规则 进 动 时 的 角 Ju SERE. WüfkfEuriux 
zb Bb, UE Hy 章 动 角 8 不 变 ， 进 动 角 速 诺 的 天 小 1#| 不 变 ， 和 自转 
角速度 的 天 小 151 不 变 , 这 种 运动 称 为 规则 进 动 。 饮 如 在 一 个 陀螺 
(图 3.39》 爱 重力 作用 的 规则 进 
Xp. 0=% Rob zb 8 SERE iUd E 
c (方向 沿 xp. É Hf 
(EQ Oris chip. 
NO REBATE AIRE PR, 

Ri] fk EoNERT AREE e-- 2. Br 
JA Bü] f AS f dons HE A 


d 
£3; (WT A». 


Diog EGAL ED, «e 的 大 小 和 方 
KHARE, M 有 e-df2/dt, hn 
JE dp r3] Er £2 28 de 3 REEE 
留 3.39 规则 进 动 zh BRETT. NU n ES Hà RUE BE XL 
是 dQ/d., WHARA 9m, 
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自转 畏 * 将 绕 o AEE t ES, HAEREA ww。 根 据 式 (3.22)， 
(8 t e iR xEBEDU ex £2. Bl 
&£ —díJ /dt—« x dà, 
EREE T, FEBRE I ERGE A Pr ENM RE ZR Tp O7» v, 
在 6-4 R 9-5 ps9 35 A Ra ee ai. | 


3-5 了 刚体 的 一 般 运 动 


刚 伟 最 一 般 的 运动 需要 有 太 个 独立 的 变量 来 撒 进 ， 即 空间 的 
自由 了 蜀 体 共有 六 个 自由 度 。 人 和 例如 监 确定 一 架 飞 机 ( 笑 3.40 a) 
的 全 部 运动 状态 ， 可 以 在 发 机 上 到 一 点 ， 如 它 的 重心 ， 关 通过 
O fE— se skAROPEOCIS XE T KALE. AnH €LÉUÁI]TRIEGgN On, 
WO PLA RHD $58. TAE. KALAS xs E LUC lc hl S E 2 Xx E— 


图 3.40 CELAN adr 


TEERAA EEIE — ERA O "Br CEAL EO bE AO i 
Očni TRARA C EILA., EO AE — E ah e i S8 
Ox'g'zg'([3,40€b)),. E -GBE EtA AE ER) RRE 
fi. TE Of"t BA WREE EA k faon: Ofn 平面 与 Ox'y' 
PE FEE On, 进 动 前 划一 On, aA e= a O, AAA 
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9 二 一 n05。 了 刚体 的 全 部 运动 方程 汶 


Xo žo 0),  Jo—Vg(£), | Zgo-—Zgt)g 
(3,31) 
$—9(t, = t=, 


前 三 个 式 子 可 以 写成 向 量 形式 
下 一 了 DC 。 
但 后 三 个 式 子 没有 相应 的 向 量 形式 ，。 
当 在 刚体 上 取 定 菇 点 ， 装 土 固 连 系 ， 再 引进 平 动 柔 以 后 ， 上 以 
下 的 分 析 方 兴 就 与 平面 运动 的 放 兴 完全 类 似 丁 ，。 
在 分 析 刚 体 上 一 点 并 的 速 讼 和 加 速度 时 ， 可 以 利用 定点 运动 
的 结果 ， rdi ou A. feia] A El XE A[O, eE, Ez], Ao 
HUE. BEHCPBGHA[O.ü,5.45)0dd3.4D, MAIERS d 
考 系 中 作 定 点 运动 。 
设 刚 体 上 任意 点 好 的 向 
BA m 
rLI AM. 
由 图 3.41 看 出 有 关系 式 
— 一 一 
r= AO-J4- OM —rg-rr' 


=ro tei, 


—— 
其 中 5 二 [8.09.8] ”是 OM 
在 国 连 和 柔 中 的 坐标 列 阵 。 于 


图 3.41 d B HL — Riz dy Ji M ds iyd BEDS 
h H aH HR 


v—dr/dt=0o+et", 
在 3-3 中 我 们 已 详细 分 析 过 关系 式 8 二 i 一 eQ"Q， 利 用 和 角 
速度 矩阵 Q7 Q iia fert lef d. 85 =w xr 由 此 得 出 速度 分 布 


公式 为 
p—mPgo-rocxr', (3.32) 
此 式 与 平 商 适 动 中 的 式 (3.10) 形式 上 完 合 一 样 ， 不 周 的 是 上 
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AE eJ I7; m SBTEZE (E BSEEBT fuiEBEDO ER. dBniRizzb 7i E 
HEX (3.3 ø. Hue 应 读 用 欧 拉 角 表 未 # 
w— pi, + not Yes, 
H (3.3D 对 时 间 t AAR E nT 18 3] EEANN 


a—ago4d-€ xr! ox (wxr'), (3,33) 


HIER IL, HUE Ani 6; 84 XINU IE E35 —35)5 O EE o C 
AR fk 6 fs BE gb en (O LER ELSE ILS E de — np ILE S o 
Jer MIRE. fp pe rep co 与 OU 的 方向 选择 是 无 闫 的 .因为 如 
果 另 外 选取 一 个 固 连 柔 OE n CI EED e MAMATA 
e' —eQ'., 

BORRE Q'ASOONUDAE RS i6 OTA =o ERREA 
HE odo XE DE. dHdB f EE UE EPERD An, HFA e 到 基 e' 的 
更 改 , 对 刚体 的 角速度 无 影响 。 另 外 ,角速度 与 基点 的 选择 无 英 。 
E25 fü sc HE E 18 2E e 的 方向 祭 兹 对 时 间 t 求 导 后 经 过 运算 后 确定 
的 ， 如 果 另 外 选 一 个 基点 O'O Ene 为 固 连 系 ， 那 么 显然 其 方 
向 余 兹 袁 不 全 有 政变 ， 因 而 角速度 矩阵 及 其 相 仰 向量 都 不 会 有 变 
化 。 所 以 角 这 座 向 量 是 一 个 描述 刚体 整体 运动 的 特征 量 。 

总 之 ， 描 述 作 一 艇 运动 的 刚体 的 特征 量 一 共有 两 个 向 量 ， 即 
基点 口 的 速度 vo 和 刚体 的 角速度 心 (图 3.42)。， 在 一 般 情况 下 , 蜀 
体 基 点 速 讼 vo 不 一 定 与 角 速 讼 “平行 。 

由 于 基点 的 选择 是 任意 的 ， 那 么 能 不 能 在 L3 

刚体 《或 考 共 延 拓 部 分 》 上 找到 一 点 ， 它 人 p 
的 速度 刚好 与 于 行 呢 ? 等 案 是 肯定 的 ô 

wo=0 或 和 二 0 的 情况 当然 不 必 讨 论 )。 事 

实 上 ， 可 议 在 刚体 二 取 一 点 C， 使 得 《 当 

wr Ht) 图 13.42 措 述 刚体 运动 


—— 
OQ — Xo, fü 5i t Weir 
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网 利 用 迷 讼 分 布 公 式 可 以 证 明 ，C 点 的 速度 FiF w, H ve 在 
c» 上 的 授 影 为 so， e/o, TRECA YEXEC CBE ATE oo BIB, 
线 CC' 上 所 有 的 点 都 具有 这 样 的 性 质 ( 图 3.43) , 可见, 每 一 瞬时 章 
体 的 运动 总 可 以 看 成 是 沿 CC 方 
WAE EHR Z& CC' fE $ 
动 ， 即 瞬时 的 螺旋 运动 ，CC ER 
39H] ER NE d. ERE n) "I BE 
BFP, E o 与 ve 同 向， 也 可 
能 是 左手 的 ， 即 e 与 ve h 

如 果 某 瞬时 w 一 0， 则 可 认为 
HEERE EZ JERS TER 
旋 轴 在 无 穷 远 处 。 另 外 ， 和 平面 运 
动 由 的 皮 时 转动 轴 是 这 里 所 说 的 
ax b fiho PET UL. 

在 平面 运动 中 ， 我 们 讨 诊 过 
瞬 心 线 ， 可 以 认为 平面 运动 是 动 


Hj3.49 BERI VW ed 


PELi Gikt H 
E ERE EED i8 
EBED: CG- TEE 
TÆR Ei 
动 疡 造成 的 。 同 样 ， 在 
刚体 一 租 和 运动 中 ， 肯 时 
螺旋 轴 在 空间 的 胃 迹 是 
一 杞 纹 曲 面 ， 它 在 刚体 
E fh dide dE 5$ — iE £X FU 
Hi. WHERE Sha ELSE 
HUH. fed —TERB 


E, MUR Vd E RE a AH CDU UR TER B2. 
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Ri £s 85 it rx xs D P E rd x zh A; — RE d SR E xe ab B p PRECES, 
EAA, XA GERD ACIBDBDAE X TESEPES.45). nr xac 
PR, EMATE T tm (图 3.46) 。 


图 8.45 Hi Hk BOE ox3e ui 图 3.45 和 毁 体 的 平面 运动 


kk 把 刚体 的 各 种 运动 都 作为 一 般 运 动 的 特例 ， 统 一 应 用 
公式 1 人 .32) 与 (3.33) fE— 4r EIE IE. * k ox 
3-6 KÊR 

H EMER ERRERA TE E AN disk 
TI -PRERA CUR. MO 对 于 不 同 参 考 条 前 运动 
之 间 的 关 有 系 ， 称 为 复合 运动 问题 。 

霹 考 邓 的 选择 在 动力 学 中 有 着 根本 的 意 疼 ， 因 为 以 有 在 惯性 
m AH AEE FEAM. EIER PA Ea. FUR PHÉCRI 
Hiss atri ERE, AEA OA 1 19 35 8L 03 — 
个 参考 系 的 运动 转换 器 题 。 

有 妈 使 单纯 从 运动 学 观点 看 ， 参 考 系 选择 得 好 ， 往 往 会 使 运动 
的 分 析 大 大 简化 ， 因 而 也 锋 朗 考虑 不 同 套 考 系 之 闻 运 动 的 转换 . 
例 恕 ， 设 人 造 贡 星 离 地 球 中 心 的 距离 不 变 ， 它 的 运动 部 迹 在 地 心 
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$3 XB ARE CH3.47 (aj)。 实 际 上 ,对 人 造 卫 星 的 观测 是 在 
此 球 上 的 观 钢 站 中 进行 的 ， AU BOE SU A9 d dc RESET HER e E 


a) bitet (bo — AER ER 
图 3.47 ARTE E PLE 


Xu ga AALER OB zB dk (H3 47 (0 , 它 与 赤道 
7E rei H AR DSL ZA DU) 38 HA 53 B My ES HE SE £) 为 360^ X 1,5/24—22.5^ 
CA3E TER Z Hb x — BRL BS IE [8] £3 201 , 57] BF 247] EE JE 86164 PRI 
大 约 数 )。 

在 描述 行星 的 运动 时 ， 如 果 用 地 心 参 考 系 ， 太 阳 的 轨道 近 但 
地 是 一 个 殴 ， 面 行星 则 绕 这 个 圆 画 志 复 杂 的 曲线 ! 国 3.48(a))， 这 
就 是 按照 托 勒 玖 〈Ptolemaeus ,CC . 约 90—168 年) 地 心 学 说 设想 的 
HER. m g JE (Copernicus, N,1472—1543) 的 日 心 学 说 ， 
用 的 是 日 心 穴 考 系 (AM HGB TATIBIAT TE. EE RO I TH SC d ES PT ZR. 
RRAN. TEHADEOEGGAUB SL HRA H AITE M SUBE ES VE DL A 
i (图 3.48 (b) ) 。 

fra JL htm LEARE AX xs). TETTE XS 
—&*z zu Rg aA T TE: E336 在 角速度 合成 问题 中 
#ET— AEAEE ARA., xk—c 304935 18 — tB TE, BI 
AGREGAR OERE Haie OR TE — Ros 3 ELTE. 
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w Hb m53x* 《by Hb 
Hi2.48 fEng 


从 原 则 上 讲 ， 这 不 过 是 一 个 坐标 变换 问题 ， 在 数学 上 是 很 容易 处 
理 的 。 如 果 知 道 物体 对 戎 考 系 甲 的 运动 方程 ， 叉 知道 套 考 和 邓 甲 相 
xp exe UPS. HARE DLE pb FOE RA ETE RC HL D TRE 
RODEADA. Hi I H A R Em EE, [HJÉ,. 
在 解决 复合 运动 的 问题 时 ， 通 常 不 希望 直接 求 运动 方程 ， 丽 起 报 
3KIH dg — EEBJ 4E xe chm GEE, ME, funk HESS Gp [emm 
系 所 取 之 值 之 间 的 美 系 。 比 如 在 3-2 HA AFE E DIRAS], AX 
4r £5 xx EE MEE, 

ATHER, ARIAZ HAEA A, 
ERRAR ESSR, 5 — RE E EDGE OR. ET A 
算是 “E” B9, HE—MOE «xh? H, ASEARA. ERRA 
体 问 题 的 需要 而 定 。 定 和 动 是 相对 的 ， 其 使 说 反 了 ， 可 能 计算 过 
程 中 繁 简 丰 一 ， 悍 不 会 影响 最 后 的 结果 。 

现在 先 引 进言 量 的 相对 导 歼 的 氢 念 。 

我 们 在 求 一 个 向 量 A z t HRR, GAARAA 
A189 fait A G)RLA Gr AD Fih, HA A 在 此 时 间 间 隔 中 的 8r 
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i 

AA —À OT AD — A (D), 
2 i3] — AR 6] EE 38 E ME. US TTL AR Joe EI e RE EH, 
Bog med AUR. mE AA n. 

前 儿 节 中 在 求 向 量 的 导数 时， 我 们 没有 强调 导数 是 对 嘟 一 个 
参考 系 而 冶 的 ， 因 为 只 涉及 一 个 参考 条 ， 如 此 出 现 两 个 参考 东 ， 
那 记 你 不 说 明 AA Hob EUER mH), SDEBPDA EDT. 
这 和 一 个 数量 的 增 量 不 一 样 ， 数 景 的 增 最 古 不 随 参 苍 系 的 选 撑 而 
sex. jim, SIEHE AX t D +A qp d Y XU 25 A FD AT CRI 
Ait4-AD) CEj3,49 G0 和 (c)) oH TOE 1 X 38 Oxy ou, A BH 
是 是 44 (图 3.49 (pb))， 但 对 动 参 考 系 On Kk A h BRAT 


y 
EE 22] P gyXdte-A: p 
rz 7 
O x Q x 
(a) ; ZA | (c) 
thb) Q £ 
" (o 


图 3.49 向 是 的 她 对 增 遇 和 相对 增生 


BAA, {fF AA 以 示 区 别 (R3, 49 (D). 
我 们 约定 ; TNE A HAT GET PARRE AA 吓 做 绝 
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XHEEE HHEH ESTE 上 的 导数 
da ， AA 


呼 做 绝对 导数 ， 对 于 “ 动 ” 参 考 系 的 增 量 AA 叫做 相对 培 量 ， 相 
应 地 它 对 时 间 守 的 导数 

dA _ n 44 

dt rng AL 


呀 做 相对 导数 。 以 前 将 44&/dt 简 写成 妨 ， 在 困 现 有 相对 导数 的 场 
EP APEE LEHR AS, MAR. 
E EE A AEE T 
EER R LRA [O 5.4.4]. TE SP SEA ERUNDE 
(把 动 参考 系 看 成 一 个 刚体 ) 誉 标 条 [Or' ,el,es,es]， 基 i 和 基 8 
者 是 正 灾 单位 基 。 两 者 的 关系 为 
e—iQ. 
面 为 基 e ipEGEGC—dBüE4U. W e gros pup x s Hn 
AERE Q 的 元 烷 是 时 间 e k. 
HE 4 ERI) dE A HR EL EE EU 
A—e6AÀ* —[e,. e, e3] [11.424 £174 
A —iA!— [hd G6] [CALL AL, Ai], 


按照 相对 导数 的 定义 ， 在 作 44/dt 运算 了 时，e1,es 和 ea 应 被 认为 
是 不 变 的 ， Bp de/dt-—àQ L [5a 
JA AA = [e, :Ep , eg] [As ,Ág „ASJ J^ 

frxe EECpB GRAF 1ELCHOE T E E GERRATEA AEE 
GAGE 一 < 有 的 绝对 导数 是 
= =eÅt + eat = TAL 

及 前 已 证 明 e 一 eQre ,其 中 QrQ 是 动 参考 采 相 对 定 参 考 系 的 
fgxgBE3XE[E 2|] HH 3-3 的 结论 ,上 式 第 二 项 8B" TARR vox A, 
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其 中 o 是 动 套 考 系 祖 对 定 参 考 系 的 角速度 向 量 , 于 是 上 式 就 写成 


d A d 


dio j'me A, 


(3.34) 


此 式 给 出 了 绝对 导数 与 相对 导数 之 间 的 关系 ， 即 向 量 的 绝对 
导数 等 于 它 的 相对 导数 加 上 动 贿 考 系 的 角 巡 度 双 乘 达 个 向 量 ， 
更 人 台 理 的 说 法 是 ， 设 有 两 个 参考 系 ， 一 个 叶 i, ~U 2， 


d da Z ne 
相对 它们 的 导数 分 别 用 符号 下 和 对 表示， 用 ms 表示 参考 系 2 
相对 参考 系 1 的 角速度 ， 则 对 任意 的 向 量 ( ) 有 关系 式 


Sc wot 
gOS taxi D 


kr A. BSA SALA, HD 
A 2 FHR , 

在 畦 玖 情况 下 ， 如 动 做 考 系 是 平 动 参考 系 ， 则 因 u= 0, 所 以 
绝对 导数 与 相对 导数 是 祖 等 的 。 

现在 利用 以 上 结果 来 讨论 点 的 复 
合 运动 。 点 相对 定 涛 考 系 的 运动 叫做 
绝对 运动 ， 在 其 中 的 速 府 、 加 速度 叫 
散 绝 对 速度 和 绝对 加 速度 。 设 向 径 是 
r—r(), MEZ EE v—dr/dt,f& 
xi JuSEBE Jj a — dv/ dt, 

相应 地 ， 点 在 动 参考 系 中 的 运动 
称 为 相对 运动 。 设 向 径 是 ”一 r t), 

E 3:98 则 相对 速度 为 ;二 4r'/dt， 相 对 加 速 

度 为 a 二 dvr/dt， 其 中 下 标 r? 代理 相对 的 意思 ， 由 图 3.50 可 知 M 
点 的 疝 径 为 r 二 ro' 十 r+'， 对 它 求 绝对 导数 得 


| dr _ dro , dr' 
e= jg dt dt * 
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tian MAMAH AAA OTmmDEBEbIRGGDXm AGER O'RB) 
HRE mo, ， 第 二 项 根据 式 (3.34) 有 


dr' uu dr' unn i 
dt — dt dexr-—Udoxr, 
将 它 代 久 上 式 就 得 
U=, tH Uo dexr'. (3,355 


问题 是 eo. 十 xy+ 的 意义 是 什么 ? HR 3-5 中 公式 (3,32 EI 
EPH., WEPIHA ARA — UHR, 30542.1X 9026 39 29 5 dl 
体 上 基 一 点 的 速 底 。 这 个 4AE— RU UpXEJÉ 哪 一 个 点 ? 是 半点 
吗 ? 当然 不 是 ， 因 为 好 点 并 不 是 动 参 考 刚 体 上 的 点 。 如 果 回 靠 说 
xk A zhded3bPUfE Or Graa 的 那个 点 ， 这 
戟 正确 了 。 但 是 这 样 说 太 抽 象 ， 不 能 给 人 们 尽 具 体 的 印象 。 根 据 
地点 在 所 考虑 瞬时 的 向 径 也 是 r' 《相对 于 动 参 考 系 ) 这 一 特 扎 ， 

WZH: o 十 wxr' ERIE M AENA ERB “E 
E” 或 * 雁 结 ” 在 动 参 考 刚 体 上 ， 跟 着 动 套 考 刚体 一 起 运动 时 所 
具有 的 速度 。 二 点 的 这 种 运动 称 汶 这 连 运 动 ， 意 思 是 名 点 受 动 大 
考 列 体 的 抠 带 或 雁 连 而 产生 的 运动 。 计 点 的 这 种 速 库 就 则 做 举 连 
速度 ， 用 os, 代表 (e———entrainment 法 交 )。 于 是 由 式 (2.35) 48 
出 下 列 复 合 运 动 中 的 速度 会 成 公式 ， 


| eren | (3,36) 


ELA H $6 58] 3t HE c THR SR CRUS E GRE af) Er, 

例 3.10 一 根 下 管 OP 在 Oxy 
平面 中 绕 O 转动 {图 3.51) jE 
动 方程 为 e—9 (0. 一 小 球 好 在 
RAI OP 运动 ， 其 运动 方程 为 
Pp 二 P(t)。 求 村 的 绝对 速度 、 

| HE ETAJ, : 
小 球 的 相对 运动 是 站 线 运动 ， 相 Hi 3.51 


219 


mam amu- -eM 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


XIEGE xL , 
vr 二 pp', 
所 证 率 连 运动 就 是 假想 把 小 球 不 基 一 瞬时 冻结 在 管 卫 上， 由 管子 
扼 带 着 尼 一 起 运动 。 日 前 幸 过 运动 是 半径 为 的 圆周 运动 ， 因 此 
FEMEA 
Da -一 pep’, 

应 该 提醒 注意 的 是 ， 在 不 同 瞬 时 
考虑 问题 时 ， 好 被 冻结 在 管子 上 
的 位 冒 是 不同 的 ， 固 此 牵连 运动 
Bum ^p 1e odEBRE IRI 上 在 变化 
着 的 。 

WIRA (3.36) 18 Hi^ ER ffi 
zE E 

v= Dp? + ppp’. 
显然 ， 这 和 由 极 学 标 导 得 的 公式 
是 一 样 的 。 这 也 可 以 作为 推导 极 
坐标 中 人 速度 公式 的 一 种 方法 。 d 
En.52 JERIH. 例 3,11 dESFELTg Zn 3.52 

Bro, WH CM DISSE HE oC, Monpfrisg44OAB ET 
内 移动 { 图 3.52) 。 已 知 OC—i, CM—b, ROM 处 于 水 平 位 置 时 
ijs 04 WAHRE, 

E WESH 04 的 转动 方程 

b sin B 


y-—yt-are tT cda B * 


pesa, PRPO t RRE RENTES mz/ 24e A HIT 
得 出 所 求 结果 ， 
现在 我 们 用 复合 运动 的 办 法 求解 。 取 描 杆 OA AAEE A, 
靖 块 邓 为 我 们 研 帘 的 点 。 王 是 相对 运动 是 坦 线 运动 ， 相 对 溃 度 wr 
沿 AO Jii, M 的 绝对 运动 辑 迹 是 专 避 为 由 心 、 ep 为 半径 的 圆 ， 
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-r — o 生 


所 以 绝对 束 诬 e EEF CM. obo be. diei diu M 冻结 
在 搓 辟 04 上 跟随 DA 一 起 绕 O jJ Ee BO SEHE, "EMCKITGOM R 
MARE Ipi, FAS OA 垂 吉 。 根 据 式 (3.36) 并 利用 向 量 三 角 
JE (BI3.522 的 几何 关 和 柔 可 求 得 

OM |ý] —bo|cos (9—Y |. 


pj9—x/2, OM — I Eb? R y—arctgib/l) 人 代入， 可 以 得 出 所 
求 的 角速度 大 小 为 


b? 
I9 | — mpi. 
由 v, 的 指向 可 知 O ABO £625 2; IR RERUM 77 rg. 】 
将 速度 合成 公式 (3.36) 对 时 间 t 求 一 次 导数 得 


dv — dv, du, 
SE ELO" CM 十 dt (3.37) 


我 们 不 能 轻易 地 由 式 (3.30 LEE A o8 E Jm 3E HE 55 T FED Jm 2 
EEEE, AAAA Ee nim He. xk AE EC elu 
的 。 但 是 ， du,/dt 是 不 十 相对 加 速度 ? deu/dt 是 不 是 牵连 加 速 
E? 这 和 需 变 行 细 地 进行 分 析 。 

利用 式 (3,34) 可 得 


do, de, 
eaei a a 
d di TOX (3,38) 


Ax 3h28 — 3] do,/dt 即 是 相对 加 速度 sr， 第 二 项 当 三 0 时 是 
泻 有 的 ， 所 以 它 是 由 于 动 参 考 条 的 转动 而 产生 的 附加 项 。 
再 计算 牵连 巡 座 的 绝对 导数 。 模 据 趟 (3.34) 可 得 


de, dvo, d z do ; dr' 
a nr (Mr a ge KY TU 


一 Go HEX «x (ox r') dr wx 9,, 
将 最 后 一 式 前 三 项 之 和 与 上 节 中 的 式 43.33) 相 比 较 ， 就 知道 这 是 
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AEAEE AERE, ARE gs vESEDESE[UIBO SUPR, E 
就 是 牵 达 加 速度 ， 记 作 4,。 上 式 中 第 四 项 也 是 由 于 动 参 考 系 的 转 
动 而 产生 的 附加 项 。 因 此 ， 式 (3.38) 最 后 可 以 写成 


a —a,4- a,4d- üe. (3,39) 


FP a.—2«xv,, 称 汐 科 氏 加 速度 了 0 或 附加 加 速度。  imfHOg i 
ETID haec RDL PRI fSIEHE e 与 相对 速度 vv。 不平 
fi, WU REL EdUEEBEesno5. 

加 速 麻 合成 公式 (3.39) eH. iio 加 速度 等 于 相对 、 举 连 和 
TEC Und Se gr gp RI, 

$82.12. 已 知 地 球 相 对 地 心 参 考 系 的 角 训 认为 和 名， 其 大 小 为 
7.29x10 1/ 秒 ， 上 方向 沿 地 轴 ( 由 南极 指 疝 北 极 )。 设 在 纬度 
4 一 40” 处 某 一 运载 器 和 【〈 船 或 飞机 等 )》 在 地 面 沼 子 午 线 由 南 疝 
北 等 速 航 行 。 已 知 速 弃 2=1000 有 洲 / 移 ， 好 到 地 心 的 距离 员 不 
变 。 分 析 运 载 避 相 对 地 心 参 考 系 的 加 速度 ， 厦 求 出 科 氏 条 速 度 的 
大 小 ， 


解 ” 取 当地 的 《与 地 球 固 连 
的 》 ZRdbX SEGA. Dx xs 
n frg fais Be nde (3,53). 
H Toe d 28M FRI RR E SS SE IB] 
周 运 动 ， 赦 相对 如 速度 av 的 天 小 
WUR, AARD. AEM 
速度 ee 的 夫 小 为 ROz cos A, Jr lj 
s Heb Hi HRA Et. RIICAmGK 
E a 二 2 x»,, xXx Bv,—u, BR 
图 8.53 ”运载 器 相对 地 心 EJ a, — 2Qu sin 4==0.094 米 /种 ?， 

£5 mak 大 约 是 重力 加 速度 的 百 分 之 一 ， 
JjtemuPa. Hi TAREE E 


(D Coriolis G.G. (Eg A» 1702—18430 4r 1835 FRH. 
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成 的 后 果 和 将 在 8-3 中 详细 14 论 ， 上 1 
koxk ÆA RARR E t O ta, EMEA 
d LDDAH*pPAENXS u Ef 3.50, E 
w R(9—R) —RO: — 20u4- 5. 
的 去 右 映 的 每 一 项 表明 什么 物理 次 
SLT kk 
*ckok — 利用 例 3.10 的 方法 导出 
Raph EEANN, k 


有 了 点 的 复合 运动 公式 43.36) 和 
《3 .39) 。 频 及 角速度 合成 公式 (3.24) 图 3.54 "hum 
以 技 ， 刚 体 的 复合 运动 问题 就 很 容易 
解决 了 。 说 动 大 考 系 自身 的 运动 《作为 一 个 刚体 和 看待》 由 共 基 所 
O B £x E BEv RAHA ole fioc. me d (ETE SE BO POL Fs C 
Ho EEG XI. A THARA BOE EB HP Xe xh Erf i 
xa xh EZ AHAA. RTRA EE 08A 29 3E rx. ERR 
IERE ean, MERA AEE A ar。 于 是 立 到 可 以 得 出 刚体 上 
基点 各 的 绝对 速度 和 刚体 的 绝对 角 速 庆 为 
8a 一 54r 十 do 十 时 x OA, 
c0 — «o, 4- £2, 


点 点 的 绝对 加 速度 为 
aa 一 ear 十 | € x OA - £2 * Er x OA) ] 4-20 xv... 


BI £k (rg 2 xp £8 Imo BERT ELM AREA CIS SSORERE IRE t RARE 
导数 得 出 ， 


di 
E=6,+- -g txa, 


4T GP R3eRGXUH. WETTRE EE a 3E EE Ej EE 4 2 
公式 具体 地 去 计算 刚体 土 任意 点 的 相对 运动 量 与 绝对 和 运动量 之 间 
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ELECE., JILEUNCBAbUSALTSIERER UE. Din. E 
— AW HUEBYpP& GR. BME ARRS] AEA 
角速度 记 作 «e. MEJ AEIR i RE (PRU FR XE E 就 是 
cj, —^ 3X (dB E Ero EE aO. BLEU 
6; — €, jo ji —0, 


Ei Bb RT An, 


Ci ji 一 一 tjj. 


pi. n ESL 
和 角速度 合成 公式 ， 我 
们 就 订 以 解决 一 个 系统 
mum Urs ET 
问题 ， 

例 3.135 — A ULE 
4 ^ Ate +A A, 
jtJH -hH fer 

Bis.55 bsp rug» fEISI— IEEE EOCHEH 
3.55). PEP 0 与 动 轮 2 的 全 径 相等 ,曲柄 的 绝对 角 达 认 mso 为 
已 知 , 求 动 轮 2 的 绝对 角速度 mso。 

解 “” 将 曲柄 标号 为 3 ， 取 它 为 动 参 考 系 。 在 此 葵 考 系 中 ， 恨 

据 三 个 齿轮 叮 合 光滑 动 的 条 件 可 得 关系 式 

Toga — F 4013 — Tea 
Ebrora BiLA = zs H E3 55a A A Hw wah PE 
H- Ek. PELA 0s 一 63. 

HEA DEBE HAM ens ahg 32 将 ms 一 oa 一 — 92e 
[&A, Hons 0, HERA Aie E fax EOS RE. 35 
轮 2 总 是 在 作 平 动 ， 动 轮 上 任 一 直线 AB 在 平面 上 的 方向 不 会 收 
5. ] 

例 5.14 卡尔 登 - 虎 克 万 向 接头 如 图 3.56 所 示 ， 它 的 十 字 接 
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Piehinki Mmi demarre E 0 e - 


=- n+ e- a A- 


头 AOB 绕 固定 点 Q 作 定点 运动 ， 两 个 叉子 分 别 绕 轴 1 和 轴 2 作 定 
*ütc. PAAD, RT HAR HEX, ER 


图 3.56  -RépXt-HEXACH E] HE 


F2 WAXER DAR FERAE fü SE BE, 

解 mH 和 轴 2 所 组 成 的 平面 为 Dxy 平面 ， 轴 工 为 了 f 
Wu pe] Spb AOxvs 如 图 3,56 岂 示 。 到 单位 向 量 e1 沿 OA 方 启 ，e， 
ZOB iL. J'isOs' 方向 ,十 宇 架 作 定点 运动 , 设 它 的 绝对 角 速 
HE Fa Rb œ, 

如 以 叉子 ARARA AR. E PRAHE 1 的 角速度 
je. 观 子 1 相对 于 男 定 系 的 角速度 为 od. HAH EA RE 
理 ， 有 

£) — à), re (1) 

ADIAC 2 DHARRA UR TTCBORGdEOIOT ACT 2 |y ORE RE 
汶 wares， 有 叉子 2 EOM [RD GEGR DK REHE2CU e.j'. MA 

€9 — Ug ' -- tgp ea, 
由 此 可 得 


wi 二 Wores (2) 
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Dj j' — —sin ait eos aJ, e, ÆA T es füJ. e,i—sing, 所 以 
将 起 (OD FRAU ELSE e. 得 
(,,— — &g sin a sin fy, 632) 
AHJ Bi en icem —sinasin gi， 并 “了 二 cos co， 所 以 
MERCC20 PR LEE J' 5 
6 COS Q— 04, Sin a sin p= g, (4) 
BARAR); PAT B9 f RE EXC P2 


cosa 
1 — sin? a sin? g) * 


ts = üh + 


(5) 
因为 e= sin p, it+ecos p k, ERORAR ORAR O, f 
-FER E R E A 


, cos a sin a sin pi 
= — 本 ,一 一 一 一 一 一 一 一 一 
aig 1 1— sin? a sin? p, 


(sin gp, i+ cosg, RY, | 


xokk 验证， 利用 1，*z 二 0 eri BEXK HI PRA A 01 02 与 
9, () ZARRA 


cos dq 


将 上 式 对 上 求 导 ， 可 得 角速度 之 间 的 关系 (5)。 kkk 

未 本来 “利用 角速度 矩阵 Q7Q 直 搂 计 算出 例 3.14 中 十 字 接 头 
的 绝对 角速度 网 最 。 K kk 

kkk o 利用 角速度 合成 定理 求 例 3,7 中 湾 动 轮子 的 上 月 速度、 
和 角 辑 速度 和 轮 上 最 高 点 的 加 速 麻 。 koc ok 


习 B 
3.1 PES R DRAKE EAE E SE RPR. 绳子 的 自 
HARE — E. RAIE ae 自 玫 止 开始 下 es W LAGE 
iy TERREA A 表示 辊 缘 上 一 点 的 加 速度 。 
35.2. 可 折合 的 长 方形 桌面 ， 共 边 长 为 4 和 了。 桌面 绕 小 杀 
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zd Ou. M ABCD 的 位 置 转 成 A,B,C,D, fry zi ( 见 图 . 
折合 面 展开 后 成 为 边 长 为 5 与 24 的 长 方形 ， 且 折合 时 和 展开 后 
桌面 的 几何 中 心 位 置 相 重合 。 求 小 
条 轴 O fs bri. 


ER 3.2 图 EE 3.8 B 


3.3 滨 压 机 构 的 深 子 沿 水 平面 作 纯 滚 动 。 曲 辆 AO 长 +, E 
FABEL, RTEA R. Sod LU AEE o £e [s X fO fe 
3h, /AOB-s, cir fni HEU famuEHE, 

8.4. PERAR 的 ARa kE EERS, TESE E A HE 
部 分 ， 其 中 径 为 * 。 在 圆柱 上 绕 有 组 线 ， 线 的 8 端 以 速度 + dnm 
速度 o 沿 芝 十 于 轮轴 的 水 平方 惫 运动 ， 且 线 外 拉 一。 求 绕 线 轮轴 
b O üoxk RED EHE, 


E 3.4 图 题 3.5 图 


2.5 设 固定 齿轮 O 3f Ah PADRA md 
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OA £& O fi ES fui io nh, Ho PEOSEBE D o. 如 直线 OBAD 和 CAE 
HEER., Ra hA B,CD F E AARE (大 小 和 方向 )。 

3.6 Piar AA hh 24 Aa, HERRA R Ae 
ERRAR. 曲柄 OA 以 常 角速度 o SERT O 转动 。 
当 t—oHBp ateh eS J 
动 齿轮 的 中 心 4 为 基点 , ka ARI 
运动 方程 。 


A 3.7 图 


5.7 (WER AE OL 构 的 曲柄 OA EL o —1.5 1/ 秒 的 人 角 
i HEZR OO nRa, E OA—r—40 BL OK. i6 Ff AB—I—2009ROK, 
MeD E h—20 HOOK, RH BP OA 在 两 个 坚 直 位置 和 两 个 水 平 位 
imbri B gu". 

8.8 如 图 所 示 ， 两 杆 AC $n BC jg C ApJHEIBE vk RES PHI 
An B fri] —iE £x E3539. E4 ACLb,BC—a, WERE PA 
与 吾 的 瞬时 速 诬 为 e, 5 vs, HEN AB—c, MARR REC 
点 的 速度 《大 小 和 方向 ) 。 


题 3.8 图 


$.9 圆 考 在 水 平面 上 沿 直 线 作 纯 滨 动 ， 其 中 心 Q 的 速度 天 
Adoro TAB JR, HB m HH5ESS[ E X ARH GE E 
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€€———— M X 


A Wek Bib. I A, BR ORBEA 面 内 。 BEAR 
Pr, RA EREUEENE,. HURA SRRZ. 

3.10 两 平行 板 以 速 座 v 和 vs 在 概 平 面 内 运动 ， FREE 
一 时 径 为 7 mH. MEFA ai. cK CO [Bing f 
WER EPO o AE, ( 2 ) GEEN: DEZ) BEC LER E BE P 
xb. GHE o, 和 ws 同 向 和 反 向 两 种 情形， 并 解 粹 ?i 二 v4 和 
oor: 了 时 结果 的 意义 。 


a 
b^ VN t 
J T "n 
1 全 
N i 
^ 
b 
E 5.10 BH E 3.11 图 


3.11 杆 AB 作 这 样 的 运动 A 点 以 口 为 圆心 ， 7 为 PER 
加 于 运动 ， 前 杆 本 身 则 始终 通过 贺 周 上 的 固定 点 六 。 求 杆 的 动 瞬 
XL IERI E BEDHELEE, 

5.12 图 示 标 AB 在 纸 平面 内 运动 ， 其 下 端 沿 OA PI, 3 
度 为 su， 杆 本 身 则 在 任何 时 齐 均 通过 MM 点, OM 二 kh。 求 杆 的 定 睡 
Co ALBERI SUBE D ELME PUIT de z0 £3 3E XE. 


HE 3.12 图 E; 3.13 图 


3.13 CREW EEBLEJHI PU FF £o mS LED, AD—BC-—2a, 
AB-—COCD-—2b(«2a), A, B, Cd D ARA. ABAE. 求 
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CD xri 3h BE Cie SEE ELS. 

2.14 曲 炳 连 杆 机 梅 的 曲柄 OA DAZI fs He e Z8 O HR teh. 
求证 滑 块 B WAEA o- OD, 
Jr 口水 连 杆 48 与 GE OCH 
Zi., Hp OC E OB, 


E 3.14 图 EE 2.15 图 


8.15 i$ OA AIEE o Za O ries, A 剖 连 着 绕 过 滑轮 
B 的 绳子 , 强 的 另 一 端 持 一 重 物 M. 求 邓 点 的 速度 ,已 知 OB, 
"OB A —a ,£là 3- KT: n] fi EL Anz E hr Pj. 

3.16 EEA RfüSSb-T-ELfHUEME o 560 58 PRI, Pin 
A HETIL. RTTA ni TLA HB fH E, PG 
B% Dr ipaa, ATERA LM EEA. RH P Bg 
WE (以 距离 08 一 x HARER). 


题 3.18 图 其 3.17 图 
3.17 $4FOA DAfHSE BE okma O fe zd, TEES 5 — 8 — 
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-= 


Ei mln p 


oa m a  À— Iib m a inm iaci oe cR rae 


mli ha 


P 


Hà, LAA BOMDBOCH —CcE S Q， 求 重 物 的 速度 与 ? 角 的 关 
X. EA OA-R, OC-a, CB—b, UR&E JE n] (de E 
直 的 。 

5.18 正方 形 薄板 ABCD, 边 长 为 2 厘米， 在 其 自身 平面 内 
运动 。 在 基肥 时 ， A 点 的 加 速度 天 小 为 4 2 是 米 / 秒 *， 方 向 沿 
aA AC, 日 点 的 期 速度 天 小 为 8 E/B 7; qa HY BC ih. 
求 板 在 此 瞬时 的 角速度 ， 角 加 速度 及 避 fum D 点 的 加 速度 。 

5.19 证 4 日 长 1 ， 其 两 端 速 度 的 天 小 为 让 和 a， 方 阿 分 别 
JgsT Bose f8 2b GLA CS Æ CIO 丁 上 一 点 M 的 镁 证， 这 点 的 速 
府 方 向 愉 好 洪 着 杆 轴 方向 ， 并 求 这 点 速度 的 夫 小 ， 《2 ) WER 
心 到 杆 轴 的 距离 及 杆 的 上 蜂 时 角速度 o, 

3.20 —B&EE BEBE ABCD 在 其 自身 平面 内 运 动 ， 角 速度 为 
^ E o, AB—a, BC-b, TE 5 — WEE A SEE kp 3v, F 
向 沿 对 角 绥 4C， 求 此 瞬时 B 点 的 速度 。 

| 3.21 XEBDEPIBSDIUULAXGESUBLZCOEBEDP. bi OA-—r, C 


aiies, OC--h, WAV OA 以 常 角速度 6 =o Pel, RE 
村 AB 的 角速度 GAT E rA. 


E $5.21 图 A 3.22 图 
2.22 图 示 行星 传动 机 构 中 ;曲柄 04 If Eo £O 
转动 ，BD 村 与 动 齿轮 A mnm. xedT BE 在 B 点 与 BD HEI + 
B BE fiatem C., CaA RREA, E A H PIA 
2r,AB— R, hij OA 在 坚 站 位 置 (ox OM ARER HV, 


23i 
i 
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T BDBGICTALIR ERE BE 与 水 平 线 OC KAH e, RBE 村 
上 与 C 点 重合 的 那个 点 的 
速度 。 | 
8.23. 在 图 示 曲 三 过 
村 机构 中 ， 助 权 OA g O 


c Putri), AREH, 
FEES e. Pi 8 在 
HE 3.23 图 ELC C. f2 Repa 


的 贺 形 褚 内 滑动 。04 二 a，AB 二 1! 一 2w3。 fr M BE i i OA 
与 水 平 线 成 00718, jik4F AB Li iii OA EE, H AB 与 加 中 径 
CB 的 夹 角 为 50"。 求 读 瞬 时 滑 块 B. AIDER a, 和 OR Eg io 
HE an。 

5.24 长度 为 的 直 杆 AB 在 平面 内 和 运动， 其 角速度 为 由 
杆 的 一 喘 A EPEA r, ho O WAREZ, OA fff 
EHu, EJ: OB 线 的 角速度 是 

Q= [e (R? +P — r2) To! (R2 p r?— 1) /2R8, 
XB R AB Aapo MEN, 

5.25 PD R BS BIHSEDLOE ARE o EK 7E dl CD 转动 ， 
CD SRL TRSEHE o, 绕 坚 下 轴 转 动 。 求 回 租 边缘 最 高 点 4 与 最 
IA B RS RR OR 
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2.26 $A a hiet ABILTSSEHE o, 绕 其 对 称 轴 OC 转 动 ， 
而 OC $hELfü SEHE o, 纱 坚 直线 OBE 转动 .已 知 OD— 5, ZZ COE, 
RER RIEA BEE. 

2.27 高 OC=h, WAA 2o 的 圆锥 在 一 水 平面 上 六 动 而 不 
少 动 。 已 知 这 网 锥 以 与 角 速 诬 口 绕 竖 雪 轩 0z 转 动 。 求 锥 体 上 最 
高 点 A 的 转动 加 速度 a。、 向 心 加 速度 an MA Ji BECK]. a。 

2.28 中 径 只 一 4w 3 Hi o 
的 圆 盘 OA 在 绕 固定 点 O 转动 的 


E 3.28 HH 


同时 叉 在 项 角 为 29 二 80 的 贺 锥 上 作 纯 沪 动 。 如 贺 盘 上 任何 瞬时 
PREA A frd s Be AUI T EK, Zr f EIECTUS OR 
Et fr f ia Pg 0 SER TR ple sb ceder A OI PK BT 2 I5] ic A) fü 
ur: 


2.29 刚体 绕 固 定点 转动 时 欧 拉 角 的 变 作 规律 为 : 自转 角 


gnt, XE fa y— c ant, Sif. Hn oa, nii. 


RAER fh Be 78 Ja ad HE 4E [6 zc de Pri ERO JEHO. KA a 等 于 
多 少时 才能 使 Ory 平面 《固定 坐标 平面 》 成 为 定 瞬 时 轴 轨迹 面 

3.50  — 2a R IA AnBIBUR. AB fü 上 安装 两 个 可 以 目 
hai EIA Ra m. Jet OC E 装 一 可 以 自由 
HAPA rp. WRA A mE, f IN 
HEREA BiA fA pp m Pi n e ROOD WEHR FAB h 
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Hi D, (2 ) dre L6 OC "Hh dg f xk BE v; (或 每 分 BE n, 
C 3 2 itk IL AS BEI $4 dL 
xim. 


l t 
eei LL F 


Wr E.. 
n 


F4 


E 3.20 图 EB 3.31 Hi 


2.31 图 示 差 速 传动 装 候 中 PNA AB 和 CD DotobHE EE 
同一 转动 轴 上 。 这 两 欧 筑 紧 压 着 轮子 MN， 轮 子 的 转动 轴 五 ! 和 
E A R M AARE., 已 知 轮子 和 两 贺 玫 切 点 的 速 庭 各 为 


二 3 米 / 秒 ,0 二 4 米 / 秒 ， 轮 子 个 径 7+ 二 5 厘米 ,有 1 二 让 米 , 求 (1) 


轮子 MN vu Hrs BE, (20 867 MN 线 HI 轴 的 转动 角 速 府 ， 
(3 ) 轮 子 MN 的 绝对 角速度 和 绝对 角 加 速度 。 

3.382 ETERRA 
E] fp ER dc E TE D [BI 4E EB PI 
iD. GAREA 
R, REPA LRS 
h. HERTS Ai AEH 
zaai., 3L TRBUEEI fx 
HE it [H| $E dg BR£E AB, R AB 
JjzkzP- Bi Huy 3e $3 o BUE 
A? (提示: HR/r—2Hp. a—17'35', ) 

$2.88  — Emi EE E IC TEE SS. 物体 上 M, 点 (1 ,0,1) 
234 
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的 建 庶 天 小 为 山 二 4 米 / 称 ， 方 向 与 x 4 iude f a,—457, Mari 
(3,4,0) B 3E EE ma 与 x 轴 威 as 角 , H. cos cs 一 一 0.8， 求 物体 的 瞬 
时 转动 轴 的 方程 和 肥 时 角速度 的 大 小 口 :点 Ma 的 速度 的 天 小 vs. 

8.54 物体 上 一 点 在 某 肯 时 的 活动 坐标 29, =a cop, 
n=a sing, £—a, RE a d. Cipp 0508 的 欧 拉 角 为 
$.9,0. RA PLE EBR USE EE £61 2f 46 in ES ERE, DAE HE PE 
其 导数 表示 之 。 

8.35 证 明 在 规则 进 动 中 ， 即 当 鳞 接 角 可 用 下 GM Xeon Ha 
--at, p-bt, 8 一 eta 二 和 “都 是 常量 ) ,物体 的 角 加 速度 在 活动 
s fd ERSTER DU 

£,-—ab sin c cos (bt) , €,- —ab sin c sin(bt) ,£, —0, 

3.36 Baw 349 Kc a, A 
点 的 速度 大 小 是 ae. dy AGH Hs B 
点 的 速度 天 小 是 aewow 2, 没 BE 方 向 
C 点 的 速度 天 小 是 awov 2 ,方向 平行 
FE， 是 常量 。 求 这 立方 体 的 瞬时 
Ex HEEd. XESUIEHE. Pra A EEM D 
点 的 速度 。 

8.87. 飞机 在 在 地 和 台地 之 加 来 | 
Bl €f, AB-S,. 飞机 相对 空气 的 速 — 
RAWu, MORS, H 
A BA wy 和 角 。 求 飞机 沿 AB Bi KE Kr AKAAERE. 

2.38 dri] PHE. 坦 线 AB ARE vs 垂直 于 AB 的 方向 
移动 ， 而 直线 CD 以 速度 v, EEF CD 的 方向 移动 , PEERK 
角 是 sa。 RIMER a M T) SEHE v 

3.39  — GELT T ZELCHUXEBE X] ouch oW Ro. dE WR Ev 
Cz AIEA RERA a hk PAR EDS. S EOLAS A -S E 
Abr e AR, REGEAR ESA HERA o <u, 
近似 地 有 头条 
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. D I E Vl i 
ao—u1—1 cos 9—- -min J, 


再 证 明 飞 机 飞行 一 周 所 需 时 间 近 伺 轩 为 


Wr av? 
u (1 ur. | 


3.40 -picT R/K. MHE e m E OH E t 
面 之 轴 转 动 。 有 一 点 沿 圆 盘 之 直径 接 ?二 Rsin wt 的 M IRA F A 
心 而 运动 。 求 点 的 绝对 速度 和 绝对 加 速度 的 大 小 ， 

8.41 屋 河 水 谍 速 各 处 均 为 I， 河中 一 船 忆 大 小 不 变 的 相对 
速度 v, AAAH Lk SARDE RATASE, M A n =a, 
PELA Et RT 

8.42 WEA D fS rar Dies KORAI DIESES SB TRE E E A CIEL EC, 
在 河岸 处 水 流速 度 为 雳 ， 在 河 度 中 心 处 其 值 泡 0. — MERELAEDS 
BEHE ujt EE PIJ KT, RAE Ao EL ELA ATE A FÉ BEDE 
的 地 点 。 

5.45 EHR AE o E [SE E T rd P £8 — ELE 3 5$ O $9 
和 动 。 当 直线 位 于 Ox 的 DEI. d1— OM GERA O AIA E X 
zh. dust M HE RENE o a o ERES EM AMi TRI pp 
RAEE? ORM n LUE a E, 

5.44 M E ELAEDUESIR HE. e TOY DEL EE BE SIE SEE IP mb. DET 
At | CLA P CHE. o 绕 共 轴 线 OA 转动， 初始 时 放 点 在 圆锥 项 点 0 
处 。 求 运动 开 娩 后 上 秽 时 邓 点 的 绝对 如 速 度 的 大 小 。 息 定 夯 锥 体 
的 补 顶 角 为 a 《图 见 下 页 ) 

3.45 HPI E HE wm 自 右 向 去 移动 (更 图 )， 对 于 男 连 于 
西 轮 上 上 的 坐标 对 Ofu mH. 三 轮 外 形 的 方程 为 9 二 1(8)。 ELE 
AM Jc EL, 3E— BR DIL EEBERS GE T GE 点 A. 5 — BM QUI dd dE wh 2E 
E CD 隶 杆 的 送 动 角速度 or (2) BERES AE 如 转动 
时 , 求 同 较 外 形 的 方程 。 
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E 3.45 ET 


8.46  —'Ef RB Sibi 2R A BUSP fEntitEsh. 
3E UE 328 E ££— P SALE 25 — IBEX. 

5.47 直线 AOB EFM PRA r 的 圆 环 在 平面 内 以 
füsE HE o AR Ert ESO pz MSH CERA 33 3e NOOM 
( 风 图 )。 求 (1)M 相 对 于 直线 AB 的 速 座 及 加 速度 : C20 Mdtu 
TC BER ESE HE mik HE, 


Ei 5.47 ET 题 3.48 Hg 


$.48  — 5E REC AZAK ODA fr Hc ELSETE TIPS ELSE f8 3E o 
ZEB NO $65. Eo AMOT ENEE TIE AB 边 运 动 。 当 三 
角形 转 了 一周 时 ， 人 半点 正好 走 过 AB, Un AB—b, RMATA 
点 时 的 绝对 速 座 和 绝对 加 速度。 

3.49 闻 一 平面 内 的 两 个 圆 盘 以 不 同 的 等 角 焰 许 同 时 线 它 们 
Be REI TREO. Os 转动 ( 见 图 )。 两 盘 中 心间 的 下 高 25 41. p 
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求 4 点 相对 于 夫 盘 的 速 底 和 加 速度 前 大 少 及 方向 。 


E 3.49 图 E 3.50 图 


z.50 rH MEM. "cf RAE At T ARE 
o, fü mE HE e 作 首 时 对方 向 转动 。 长 为 SR Bude OA 以 同样 天 
B5 £3 Her fm ji Bé 46 O i l'EXDUBE EF; 00 $635. MEPA R 
的 从 动 货轮 西边 绿 上 的 一 点 ， 当 AM EE OA HT, KM PC BO SE BE 
inimi m. 


A 3.51 图 


z.51 三 根 连 杆 AB,BC f1CD Hi greet ie AB= BC-—a, 
CD—2a,AB E DUE fy o zh. — oR ERR PT ri. C ps BS m 
SEHE, (1)AB Hj BC 垂直 (2) AB $n BC EEE, 
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$8.52 — &HL.A DISEURV 
河水 平 航线 飞行 ， 高 E 
H, M 飞机 在 正 上 空 时 ， 由 
地 面 吕 发 射 一 导弹 D, S 
茹 终 瞄 淮 飞 机 ， 且 其 速率 为 
2V. 证 明 导 弹 妃 上 飞机 所 
需 的 时 间 为 2H/3V, 

3.53 正方 形 框架 边 长 
3) 2, EAE HE o, E AB 


tatez P R= a 的 


[i| 3 JA TED] FER 4 AE ZEND 
Eny 2 0, £s BC 办 转动 E 2.52 图 
RAA k DOM REX migE, M AE 
该 瞬时 恰好 在 对 角 线 AD E. 

3.54  —ERAHISIES FCALEJ DL SERV. d 
着 一 条 竟 度 为 上 的 由 线 马路 行 观 ， 每 辆 汽 
车 的 宽度 均 259 了， 自 一 车 头 到 前 面 一 辆 车 
诗 尾 的 距离 保持 为 sa。 求 证: 一 行人 能 以 
T B3 SE S18 34 RER SP b H5 FEARS 


的 时 间 是 
eta 
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3.55 ”两 质点 凡 均 匀 的 速度 沿 着 两 条 固定 的 、 相 交 的 直线 运 
动 . 在 如 时 剂 两 点 之 同 的 有 向 距离 为 五 ,它们 的 相对 速度 AV, V 
E D HAEREA oo EREET D HAER iR ve. HER: 
两 点 之 间 的 最 近 距 离 是 Dv,/V , PEE GIHE A P — Dr 后 
SI or UON to 时 剂 算 起 }。 
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第 四 章 ”质点 动力 学 


在 静 力 学 和 运动 学 中 ， 分 别 诽 了 力 系 的 简化 和 平衡 ， 以 及 对 
运动 的 描 进 ， 但 没有 涉及 力 和 运动 之 间 的 关系 。 从 这 一 例 开 请 将 
分 析 力 和 运动 之 间 的 关系 ， 这 就 是 动力 学 。 可 以 认为 动力 学 是 理 
论 力 学 的 主体 ， 帮 力学 是 动力 学 的 特殊 情况 ， 而 运动 学 则 是 为 动 
力学 所 作 的 必要 的 难 备 工作 .在 经 典 力 学 的 范围 肉 ， 哲 顿 定律 是 
动力 学 的 燕 础 ， 也 是 力学 这 门 学 科 的 基石 。 尽 管 读者 痛经 多 次 学 
过 用 过 折 顿 定律 ， 但 是 我 们 还 要 略 费 笔墨 ， 诽 述 一 下 后 顿 定律 的 
HERE. 


4-1 牛顿 定律 


牛 是 定律 是 关于 机 械 运 动 的 基本 现价 ， 它 是 以 哪里 来 的 ? A 
类 对 自然 界 客 观 规律 的 正确 认 损 ,只 能 从 实践 中 来 。 在 皇 顿 攻 前 ， 
人 类 在 长 期 的 生产 实践 中 ,已 经 认识 并 总 结 了 不 少 动 力学 的 规律 ， 
其 中 有 正确 的 ， 也 有 片面 的 或 者 错误 的 。 在 正确 的 部 分 中 ， 也 往 
往 是 定性 的 ， 还 不 能 做 到 定量 的 。 为 秆 和 只 有 到 了 折 上 顿 那个 时 期 
才 有 可 能 归纳 冉 称 得 上 精确 科学 的 规律 ? 为 什么 这 些 定律 着 不 是 
从 上 生产 实际 中 归纳 出 来 市 是 从 大 有 量 天 交 观测 的 资料 中 得 出 来 ? 这 
些 部 必须 从 生产 、 科 学 和 和 社会 的 历史 条 件 进 行 分 析 。 

在 我 们 面前 放 着 两 本 局 :一 本 是 意大利 血 利 略 (1564 一 -1642) 
AKE FHEART B JE PACK HE SE TEGH TE» D, 1632 年 出 版 ， 另 一 
本 是 我 国明 来 宋 应 星人 1587 一 请 顺 洁 年 间 ) RIEF, HEF 


Q WWE. ENABLE, 1974 年 ， 惧 下 简称 区 对 话 为 。 
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1637 Æ (H Hit., EEA- EACH ECRIRE JI BS RE SE 
著作 ， 而 且 都 受到 封建 势力 的 压迫 或 歧视 。 佑 利 略 固 《对 话 》 而 
焉 审讯， 监禁 终身 ; REI) 和 企 故 土 无 用 武之 地 , 绪 落 是 邦 ， 
直到 民国 年 间 寺 从 日 杯 借 回国 内 重 版 。 了 但 是 ， 两 者 在 科学 中 上 买 
BETRI: 《对 话 》 慌 明了 和 近代 实验 科学 .精确 科学 的 和 开 
秦 ， 需 利 略 开创 的 对 力学 规律 的 琛 讨 , 后 来 为 牛顿 押 继 承 与 发 展 ; 
《开工 开 牺 》 表 明了 中 国 古 代 辉 煌 科技 成 就 的 终结 ， 在 来 应 星 时 
伐 之 后 ， 中 国 不 得 不 从 西方 输 却 先进 的 自然 科学 ,其 中 包 揪 力学 。 
fnm E LIEBE Pisa) AHE EÍERE HE SIS. RAT f RRE 
里 士 多 德 CEREEGEMOMEHEORIEP" HRERS MEE CORAD 
rhixgHjÉzsceykdbpSE 错误 D. 《天 工 开 物 》 则 只 能 局 限于 归纳 各 
种 生产 技术 的 经 验 ， 也 有 诸如 对 船体 运动 的 力学 分 折 ， 担 还 不 能 
说 有 儒 和 之 科学 实验 和 精确 科学 的 讨论。 在 务 利 略 之 后 ， 和 牛顿 在 开 
普 动 行星 运动 三 定律 的 基础 上 ， 进一步 提炼 出 运动 基本 定律 ， 
汶 物 理学 贫 定 了 年 男 的 科学 基础 。 在 我 国 ， 尽 管 旱 在 六 世纪 ， 张 
子 代 也 作 过 三 十 年 电 mex. mEUDSLI “HFM CUL 
4-5 例 4.15》 的 规律 ， 但 是 邑 使 到 了 明 末 清 初 ， 象 打 应 星 迹 样 杰 
出 的 科学 家 ,也 仍然 不 相 展 地 球 是 圆 球 钙 ,号 管 在 若 利 瞳 时 代 ， 我 
国 在 天 文学 观测 方面 的 成 果 与 西欧 族 就 相当 号 ， 西 方 的 研究 情 根 

DD -E- TW: TiéepekE PORC GREEK. E)-p EHE. XXGmiubu5X. 
dx M dps DUE. Ines ER PIE HE EE EAT, 速度 如 何 ? AAEE EE 
AIi AILA B AF ENH. ` 

& Jr dX AD EANNSG Ufo4 RE ERE: EH., E Rt IN 
U3 28 131 A BATERE EH. 

© 北齐 t550 一 577》 BT AR. 

T MERKE ERE Hit» 6s 年 }， Mir dA cs fé SE IL BrSUBE CK E. AMEH 
Lpa pze” RT. 

D HEEG ikt pU ARI UBI d LERESSELUERKEXUM EO 
HEH, -t EDN AHER. —+ EEKAN Riu E. HAWARA RE 
ap Cc1elo LM. E B8 4E: Eo PRSECE BAH» H 之 案 从 与 地 球 人 巷 若 二 与 七 ”, 这 也 
PAESI FA PE-S E RrESD 8 0E CR d do RESELLER € ad B P 


CES LI RE PIPER ENGL HER LOUP N-ENE PEE XUI LU 
LI CER S LL GT BUE 
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MLJPAÉTSASGEEQO, [BECKCCARIBRADGRCORIE GU. KAERRA 
来 为 “天 命 论 >” 服务 。 可 见 在 中 国 ， 当 时 要 独立 发 现 力学 规律 还 
缺乏 必要 的 基础 ，“ 认 总 重 学 ”站 顿 力学 当时 的 译 溃 》 只 能 从 西 
方 引 入 9. SRI PRAESES, xkdEcHnfRZncg 单 从 生产 斗 掉 和 科学 实 
验方 面 找 原因 就 不 能 了 ， 这 与 当时 的 往 会 制度 有 密切 的 关系 。 当 
时 西欧 是 资本 主义 和 社会 的 上 升 时 期 ， 中 国 是 处 在 演 藩 的 封建 社会 
的 后 期 。 新 兴 的 资产 阶级 要 扩大 殖民 地 ， 剖 办 工业 ， 发 展 生产 贾 
得 机 器 ， 打 会 要 研究 炮弹 的 飞行 轨道 ， 这 是 地 上 的 力学 。 航 海 要 
观 锋 星 晨 《当时 西班牙 政府 等 就 前 悬赏 过 测定 经 座 的 办 法 。 纬 度 
是 容易 测定 的 ， 为 什么 1)， 这 需要 天 上 的 力学 。 这 些 都 是 促进 力 
举 发 展 的 背景 。 反 过 来 ， 汕 有 先进 的 工业 技术 作 支 往 ， 例 如 深 有 
精密 的 望远镜 ， 叉 很 难 对 天 妈 观 测 积累 精确 的 系统 的 科学 数据 。 
总 之 ， 新 兴 的 资本 主义 社会 解放 了 生产 力 ， 发 展 了 生产 技术 ， 扒 
动 了 科学 的 发 展 、 而 在 中 国 则 是 泊 落 的 封建 社会 制度 东 缚 了 科学 
的 发 展 。 这 问 是 为 什么 尽管 中 国 是 天 交 观 测 发 展 得 最 早 的 国家 之 
一 ， 而 后 来 却 大 大 落后 于 西欧 的 重要 原因 。 

那么 ， 为 什么 牛顿 定律 来 自 天 文 观测 资料 ， 而 不 能 以 工 业 生 
产 基 至 日 常 中 的 现象 〔 如 马 拉 车 ) 归纳 出 来 呢 ? 这 是 因为 在 马 拉 
车 这 类 问题 中 ， 力 学 〔 机 械 运 动 ) 现象 与 其 他 运动 形式 的 现象 涅 
在 一 起 ， 各 部 分 相 下 作用 的 关 肝 错综复杂 ， 力学 规律 难于 单独 显 
示 出 来 ,而 在 行星 运动 中 ,行星 可 以 当 作 质点 ， 本 阳 可 以 当 作 固定 
点， 运动 学 和 动力 学 的 关系 比较 单纯 ， 井 且 可 以 认为 在 研究 行 属 
与 太阳 之 间 的 运动 关系 时 ， 其 他 行星 或 者 因为 小 ， 或 者 因为 远 击 
PEPE BERA: “物理 学 是 在 自然 过 程 表 现 得 最 确实 、 


CQ TREE HL RR A ERE 1015 EO PR "up UE YE EET BE ET RC (ON NUR, 
S BO EAEMUm... M iEGI—75839 COH Bid UAZ. EEAS pS 
Jj mim x WURIKEXEX CAE pte. 

GC BP UI XCT 8 22 Seno m IB LCS a E 3E TE h B3 — Eg FELD dk E SE CL627 Sg) 
Li X $1.ErIJ I RE AEAT. BADARA RER RAHE) 
Wig D g 185B F E C€ECGE OX O1858 年 所 详 KDE XD R) 中 ob Gnd. 
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最 少 受 干扰 的 地 方 考察 自然 过 程 的 ， 或 者 ， 如 有 可 能 ， 是 在 你 证 
过 程 以 其 纯粹 形态 进行 的 条 件 下 从 事实 验 的 ”( 《资本 论 》 第 一 
版 序 首 )。 在 生 格 那个 时 收 的 生产 技术 条 件 下 ,在 地 面 上 还 找 不 到 
这 样 好 的 科学 实验 条 件 。 当 然 在 今天 的 技术 条 件 下 ， 我 们 有 可 能 
在 实验 室内 研 究 生 正定 委 了 。 科 学 的 基本 规律 来 自 于 实践 ， 人 类 
的 实践 包 插 阶 级 斗 等 、 生 产 斗 等 和 科学 实验 。 科 学 实 驴 这 个 实践 
活动 是 无 法 完 妇 由 生产 站 涩 来 取代 的 ，。 

年 顿 定律 来 自 于 实践 ， 还 得 由 实践 来 验证 。 和 牛顿 定律 首先 也 
是 在 和 天文 观测 中 受到 考验 。 灭 王 星 是 1781 年 被 发 现 的 ,十 九 世 纪 
上 时 叶 ， 观 测 和 理论 计算 的 精 府 都 有 了 了 提高， 人 们 发 现 天 王 星 的 
实际 轨道 和 用 中 顿 定律 计 算出 的 仿 差 (0845 年 达到 2 角 分 ) 超出 
子 观 测 和 计算 的 误差 范 围 。1864 F EAR AHE O, BE 
天 王 星 外 面 的 轨道 上 有 一 定 质 量 的 新 行星 ,就 可 以 解释 这 种 现象 ， 
六 按 已 知行 星 距离 分 布 的 波 得 (Bode) 定律 推论 它 离 太 阳 约 38 天 
zeir. PARRE AERA ADEA H LAE, HERTE 
WT RERA (Galle, 1812—1910). MAAA 
后 只 化 了 从 小 时 ， 就 用 望远镜 观 罕 到 了 这 颗 新 行星 ， 凤 海王 星 。 
ER Hac BEBO XL SEC Is BRYB AE DUE 2E 0752', [HU BECK EH HS TR 
离 是 30 而 不 是 38 天 文 单位 。 可 见 波 得 定律 对 较 远 的 行星 是 不 精 
确 的 ， 海王星 的 发 现 ， 反 过 来 证 实 了 竺 蜂 定 律 的 正确 人 性， 这 也 反 
陕 了 理论 对 实践 的 反作用 。 

后 顿 定律 和 共 他 物理 定 健 一 样 ， 是 丰 对 项 理 。 无 数 相对 的 必 
理 之 总 和 ， 就 是 绝对 转 理 。 当 人 们 在 实践 中 发 现 定律 对 茶 些 问 
题 不 适用 时 ， 就 到 进一步 去 探索 新 的 规律 ， 以 此 对 旧 的 规律 作 
HE., Hin APRILEA EIER KEREGA WRR 


现 它 的 近 月 点 每 一 百年 转 过 的 角 宪 (叫做 轨道 的 进 动 》 此 实际 观 


o Xm kdams,1.C.,1819—18925 EE y CLeverrier,U. J. J., 
1811—1877)]]B] dh or E FE E T dg REB EE, 
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Bixiaua450'-5", ATREA C ACE UUTRTE IE 75 ASI 
力 公 式 ， 把 分 母 中 距离 的 酸 次 由 ? 修改 为 2.00000016， 或 者 在 万 
有 引 ] 力 的 表达 式 中 加 上 一 些 修 绸 项 ( 见 477). 这 样 一 来 ， 盟 然 水 
星 轨 慎 进 动 的 问题 得 到 了 和 解决， 但 对 其 他 行星 又 不 适合 了 。 站 到 
1915 年 爱 因 斯 进 提 出 广义 相对 论 丘 才 解 决 了 这 个 难题 。 由 广 芯 相 
对 诊 的 计算 推出 ， 击 于 太阳 引力 场 引 起 的 附加 进 动 ， 正 好 是 每 百 
年 43" (水 星 离 太 阳 最 近 ， 困 此 这 种 广 闵 相对 诊 效 应 最 强 ， 对 于 
其 他 行星 来 说 ,就 更 小 得 多 )。 和 牛顿 定律 及 五 有 引力 定律 无 法 解释 
的 客观 现象 ， 为 广 交 档 对 论 完 锻 地 说 明了 ， 人 们 对 客观 世界 的 认 
iis SXEGE T —2b. ATARAR HPA EA HOD EIHBU ZR 
Pi. PAERATA AMR AR EA IS AE d SibtS RS. 

和 牛 巾 的 运动 定律 最 早 见 于 他 的 ¢ 自 然 哲 学 的 数学 厌 理 》。 这 本 
$ 1687 年 出 版 ， 是 用 拉丁 交 写 的 。 书 中 在 序 阁 和 几 条 说 明 后 , 提 
Hij*xémshbüvgikokcaESHmEEHE"U. TDi 193i 2k XB OK fb vy D HE 
本 工 中 关于 三 定律 的 译 交 。 

4“ 第 一 定律 ”每 年 物 体 人 和 个 非 有 外力 影响 使 其 改变 状态 ， 则 该 
物体 仍 保 持 其 厌 来 静 息 的 或 等 速 直 线 运动 的 状态 。?” 

“第 二 定律 ”运动 之 变化 ， 与 动力 之 作用 相 比 ， 其 所 循 方向 
Wij 25 J3 V 1E FEE 25 16g 7" 

第 三 定律 fEHRSIEIÓEUHIBA, Sk, — du fI dBEÍTE 
RES, A pg HU CR CL 

«Xl Zp., tk mEn EI fi. K 
WAIE. DAAA 34 BD A.U 

HAFEEZ, RITTERA AE A 待 这 SE 
ft. 358 —cEfi Ber PE. KAEWA ATR EER Sj 


(D ARRA AARE? HEDE—ÉPGHoB, 1957, 1968 年 重印 过 , 商务 
qp. d JLdbipck e tE CEA? RAR? n. XOGUPREEDEBBMDE—GES'*, 
未 完成 ， 

© 系 就 是 推论 ， 
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“运动 "， 牛 顿 在 “说 明 2 ”中 解释 过 , “运动 之 量 ， 以 速度 及 物 
质 之 量 联合 庶 之 ”。 所 以 ， 姐 果 用 数学 符 导 来 表示 , 灵 代 表 质 量 ， 
代表 速度 ，F 代 表 施 加 于 质点 的 力 ， 那 么 第 二 定律 的 数学 表达 
式 《 在 选取 适当 的 单位 制 后 ) 是 . 


i (ma) —F, 
或 者 ， 在 是 常量 时 ， 可 写成 大 察 熟悉 的 形式 


mo 二 £. 

RARP PARE 科 , 照 生 师 原著 的 “说 明 17， 是 “物质 之 晤 ， 
以 其 密谋 及 体积 联合 座 之 ”。 信 天 看 来 ， 这 个 说 法 并 不 确切 ， 质 
量 应 该 是 乙 性 大 小 的 量度 。 质 是 达 个 名 词 最 好 是 改 成 * 疏 量 ” 或 
者 “ 称 动 惯量 "”， 它 和 物体 作 转 动 时 和 的 “转动 惯量 ”( 见 第 六 章 》 
是 同一 个 性 质 的 物理 量 。 但 是 历史 上 已 经 形成 了 “ 丘 量 ”这 个 名 
启 ， 我 们 也 只 能 “约定俗成 7 了 。 和 牛顿 第 二 定 健 中 的 质量 是 惯性 
质量 ， 牛 师 万 有 引力 公 A CF—vMm/r?, Hh y—6.672*x 1077 
厘米 sw 秒 *，。 克 ， 是 万 有 引力 常数 ) 中 的 质量 是 引力 质量 。 它 们 原 
是 上 共有 不 同 物 理 售 闵 的 ,但 是 测量 表明 ,两 种 质量 几乎 是 相等 的 ， 
DI% Zi (Bessel) A [EH pg E Har 26 CREE EC RIED 不 到 1075, 1890 
年 厄 息 (E6tvas) 的 著名 实验 者 明 两 者 相差 不 到 1077. Ur£pok Hu xc 
验 结 果 下 已 证 实 相差 不 到 10-1。 爱 因 斯 坦 把 引力 质量 等 于 惯性 
质量 作为 广义 相对 府 的 基本 公设 。 在 我 们 这 门 课 程 中 对 种 性 质量 
和 引力 质量 将 不 加 区 别 。 

有 .人 认为 ， 第 一 定律 是 第 二 定律 的 一 个 里 殊 情 沈 《 当 4 二 0 
时 ) ,似乎 是 可 有 可 无 的 。 这 种 看 法 不 委 。 其 实 第 一 定律 是 第 一 定 
律 所 不 可 缺少 的 前 所 ， 因 为 第 一 定律 为 整个 力学 体系 选 定 了 一 类 
FARBA GYA— — IHE EOE. ERER P R ARA BI si, 
HEARR BEE  LUÉDMDESUEI GRE. ME 


D Bbpamunexuit flllagos, jyp. sxcu. A reop. dnas, 1971, 1972, ië fü 
其 小 于 xig is, 
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所 上 禾 述 的 结论 了 竹 是 正确 的 ， 六 而 竹 能 进一步 谈 及 第 二 定 午 。 我 们 
在 讲 运 动 学 【第 二 章 ， 第 三 章 ) 时 ， 对 还 于 一 个 参考 系 ， 完 全 是 
为 了 解 题 的 方便 ， 是 可 以 任 准 的 。 但 是 在 动力 学 中 ， 因 为 要 用 到 
告 贤 定 律 ， 必 须 严 格 区 分 惯性 参考 系 《 不 受 外 力 的 质点 广 共 中 保 
持 等 速 直线 运动 或 静止 的 参考 系 》 和 非 惯 性 参考 系 。 反 有 对 于 惯 
性 系 ， 我 们 和 才 可 以 用 me-—RFxX4GRXRGX. Sp JEDPUE SA. SEU 
RE (BI HAB FH A TRAA CHÉBLIBAVED, 

设 我 们 已 经 知道 有 一 个 做 考 邓 5S EHER., (EGErBHDATSE 
HEIE E AOR. Auf[i 5-401598 5. Ap Tos 作 等 速 直线 
TE. MAAA P A E SUB ni BEZEq6:50,39)., t 
ERXK7TASCOBAHgNLAEO'cBüByEBE Ee Tw. Am 5^ dT 
ERA. AWETE, — UDMHOIGUM [EZ EGAESRSEIED SEE G8; 
iE dE HERR. RARA GE CBE X7. 

fE3CIeRT] SErjp, MESA ARE DMEGRUET 例如 对 限于 在 地 面 
上 运动 的 一 般 工 程 问 题 ， 地 球 可 届 当 作 一 个 必 性 荐 (p OA CASE 
Tp. PEIE MiK., {EI AE HA EIES EE Paha tE (例如 
iE RALA EAE MRED AA LUED IR ERA. mkA 
HHR HESROK. ERREA EE RRG. WAER E F 
ARREDRE S HE. EERE ERES AT., Mk 
DRAEZ ZRA.  Hut—Gb. dec iE EaD, A Ete 
D ZR TED ILFESRS T Aeb JR dE EYE EAH.: RTT AUD. Box 
考 条 。 是 否 还 权 进 一 步 考 虎 太 阳 本 身 在 银河 采 中 的 运动 呢 ? STUE 
RH, JCEBGE EFTESR iuI 76 "PS Ju SEHE KCHEdÉE 3x 107^ 厘米 /种 ?的 
HE” —BRÉxULoE. CEARD E T., Hao£mGAdi-—àu 
Yi sedo i MES E. 

甘于 牛顿 第 三 定律 ， 即 作用 与 反作用 定律 ， 我 们 已 在 表 力学 
中 计 论 过 。 不 论 在 表 力 学 问题 和 动力 学 加 题 中 ， 千 到 第 三 定律 都 
是 适用 徇 。 硕 便 指 出 ， 这 一 条 定律 是 与 参考 柔 的 选取 无 闫 的。 在 
经 常 所 允 到 的 接触 力 和 引力 的 情况 中 ， 和 作用 和 到 作用 力 不 仅 大 小 
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H, FARE, mAH: 它们 的 作用 线 相同 (在 华 顿 
HR scr EUG X ELS IO. 

最 后 ， 上 面 转 3| 生 顿 床 交 中 的 “ 承 1 ”实际 上 就 是 说 明 DAN 
AREE ORR HE HÉ “平行 方 彤 ”县 是 我 们 再 在 所 说 的 平 
行 吗 边 形 )》 ， 有 的 书 上 把 这 一 -条 算 作 咎 顿 第 晤 定律 。 再 为 笔 二 定 
律 只 是 对 单个 力 侧 言 的 ， 如 果 流 有 这 一 条 ， 就 无 法 对 系 作用 下 
的 质点 来 访 牛 顿 第 二 定律 。 通 常 习惯 于 称 千 霹 的 三 个 定律 ， 而 把 
这 最 后 -条 当 作 静 力 学 中 的 基本 公理 或 妃 的 基本 性 质 看 待 ， 我 下] 
EB METRE BRL fr 22, 

Tig pan E XE MMR EA TiK, RIIE OAG HL T MGE 
定理 ， 作 为 动力 学 的 基础 。 

EER 质量 为 i 的 质点 ,受到 力 邓 让 :一 1,2,*… ,人 D 的 作 
A Æti tts aP Éa E a, M 


之 Fi=ma, (1.1) 


最 然 ， 质 点 平衡 条 (B (也 就 是 打点 力 孙 的 平衡 条 件 } 守 F 一 0 
A EX 8 二 0 时 的 特例 . 
EA ize fk 2g dd ET S JI RUE UES- dd 723€ 535 R29 3€, E 
的 适用 范围 在 两 方面 受到 限制 ， 下 到 我 们 简要 地 介绍 这 个 问题 . 
Exp. RUPTESIS A AEREE Amit; TEE C (0— 
3*x10'HOK/£5o. EAR DP, IA Aah Ee, Bü 
PR R FERS aS ERREA Aae, ily 
hit. C4 xu EE E 0j LERO Aaa A RR ARE 
fap 5er [81 zc IBIBSTHOE Ae GROMEUPBESEZROGU I. Hett — ihe Me EHH 
论 力学 代替 经 典 力 学 。 
RAATI PESEE GS SD. e1, €g, ea) TI S' (D e, e, e 
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(图 4.1)，。 IHES E, S" 
Ab S Buy sEBE X u—uey d 
M ES pH 标 为 Grayxa， 
xp BF E 5. [e 8 M dps 
cg ss bs GU xax. BFR A 
UREK, © t ducfeAk t. 两 者 
是 个 相同 的 ), 假定 t 和 + BEDA 
S Hj S’) BTE ZIHIEZUAE LB ZB 
对 论 中 的 族人 多 于 (Lorentz) d BA 图 #4.1 HALAERE 
AR HATAS ZIAR BIE 


"- p 
| | pog ° °’ E ^ | 


0 9 0 i x 


mE 


0 


p] 


i Ü à 
Xa 3 1 | X. 
| Cvi- e i - VIZ ej M 
hu 
Jer e Hexcuik.B—u/c. Xk^RGNOTOAUHBE Bp E [B]JETE HEEIAGÉ 
By. BJA cB nup EI 48:3 XE TR SAC 


— fict xı ut 


VEES vv 一 ge 


—Bx,Jot — t—x uet 
UU Cv 1 — B I 


Wr mcg S PRENA E ARETA X 中 的 时 间 上 ， 证 是 与 
坐标 Xx) Hx. FEIGE Uu 有 关 。 
d?x, 


显然 ， 同 一 个 点 M 在 S 中 的 加 速度 “和 在 S 中 的 如 速 


JD. ERASER. MEERE SHR MAE 


F A EH EFE R S' E UER 观 点 它 也 是 一 
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个 惯性 系 》 中 就 不 能 成 并 了 。 
RAKE, MAKI 《当然 还 需要 质点 在 两 个 内 考 条 中 的 这 
Ege Bb. TARRE 8t 级 的 微量 ， 于 是 洛 侈 兹 变换 简化 成 为 


za Jt JE H hS iF 2 358 
x, 1 0 0 —fe X, 
x, | (o 1 0 Xs 
x,| [09 0 1 X. 下 
i 0 ü Q i 
Hp 
xi XUt, x Yyy Xa... E Sh, 
MPE, HERE 5j Hf To BE RRTCOSBUSEOIE. Tena 
Ce 
dt'* ^ dp * 


RAENT GB IMEEM. FERAE S 中 成 立 就 章 
EK ETE 57 中 也 成 并， 

相对 论 力学 是 在 速度 很 大 的 情况 下 对 经 上 典 力 学 的 一 种 否定 ， 
但 是 在 速度 很 小 的 时 候 双 包含 了 经 典 力 党， 承认 了 经 典 力学 。 在 
本 课程 中 上 所 过 到 的 同 题 ， 一 般 地 不 必 去 顾虑 经 典 力 学 是 否 够 用. 
壁 如 ， 即 合格 绕 飞 向 行星 的 火箭 这 样 高 速 的 物 位 ， 它 的 速度 数量 
级 是 10* 厘 米 / 秒 ， 此 光束 350107? 厘米 /种 还 小 四 、 五 个 量 级 ， 上 
x 8? 23251077, 

其 次 ， 经 典 力 学 研究 的 运动 对 象 不 能 太 小 。 对 于 研究 对 人 象 为 
原子 《天 小 以 一 埃 二 10™* 厘米 数量 级 计算 ， 质 量 以 10 E i 
级 计算 ) 以 及 比 它 还 要 小 的 基本 粒子 ， 一 般 地 应 该 用 量子 力学 或 
物理 学 的 其 他 分 支 学 科 。 前 面 崩 指出， 光束 ¢ 这 个 物理 量 ， 可 以 
作为 一 个 和 标志， 根据 它 可 忆 简 单 地 和 判别， 什么 特 训 下 可 以 用 经 典 
力学 ， 和 什么 情况 下 应 读 考 呀 相对 论 效 应 。 在 经 典 力学 与 量子 力学 
ZA BA- AAA c ETE RI TE (Planck) 4r $e 86,626 x 
1077" 尔格 ， 秒 ， 这 个 常数 的 量 纲 LHE TRE] [BE dE 1 — [3E] x 
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[3 ]—[s) EAB]. RURXERRE Sv SERE ROGER. XF 
— AEA WRR REREN OHIE GERE, 
z)k. zEAHxAEERIOAO AAA E A e A ERAS 
IER” Arbi RT AMME T DRE, K i 
4 — A BUB TE FECERIS EEH A E HEICIME TIE CAD, WaR 
就 在 定 钥 精确 的 程 许 上 是 有 效 的 例如， 如 果 我 们 硝 究 一 个 惨 点 
的 微小 振动 ， 设 它 的 质量 m=1 w. ARRE n= 厘米 / 秒 ,最 大 
振幅 x 一 1 坚 米 。 因 此 , 它 的 最 大 动量 Pp 二 mv 二 1 克 ， 厘米 / 秽 , 华 
具有 作用 量 岗 的 物理 量 为 x。p 一 1 尔格 。 秒 。 这 在 一 般 工 程 问 题 
中 是 很 小 的 重 , 但 这 个 量 大 于 普 朗 克 和 常数 约 1079 de. di 此 可 见 ， 
在 通常 的 下 程 问题 中 ， 经 典 力学 已 足够 精确 ， 不 必 省 虑 是 否 要 使 
Hi S. 

下 面 我 们 将 以 式 (4.0) 为 基本 出 发 点 中 来 推导 出 动 力学 的 全 
部 理论 ， 以 解 快 各 种 问题 。 


4-2 质点 的 运动 微分 方程 


EAW a iir 的 关系 已 由 运动 学 给 出 ， 人 它 是 a 二 
dr/dU, QRALAXAGXG.D: 就 得 出 质点 的 向 量 形式 的 运动 微 分 
方程 

m EF, (4.2) 
上 和 式 也 称 为 质点 的 动力 学 方程 ， 在 不 玲 与 运动 学 中 的 运动 方程 相 
混 清 的 情况 下 ， 也 简称 为 质点 的 运动 五 程 。 这 个 五 程 给 册 了 质点 
的 适 动量 和 所 受 的 力 之 间 的 关系 。 等 式 左 边 足 和 运动量， 已 在 送 动 
学 中 详细 过 诠 过; 等 式 右 边 是 共 点 力 对 的 合力 ， 已 在 静 力 学 中 讨 
iex. ME m EEEE, 上 一 节 中 已 说 过 ， 认为 它 与 引力 质 
量 是 一 数 的 。 在 工程 应 用 中 ， 我 们 通 当 是 通过 质心 的 重力 C H[I TE 


GONE TIL ITO RE CGORSECE ESSI STILI E 
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BO 来 确定 质量 的 。 如 果 质 点 在 地 球 者 面 附近 自由 下 落 时 加 速度 
的 天 小 沟 8 出， 质点 的 重量 是 W CURIE XL DA mg-W, 
得 如 一 全 78。 庶 地 球 的 质量 是 MR 点 在 地 球 表面 离 地 心 更 离 是 
愉 ， 其 重力 加 速度 夫 小 记 作 gu， 则 有 关系 式 
fgg — ym M / R?, 

Hc nb Imm E mE y gey M/R, Apy 是 万 有 引力 常 
B. 

当 质 点 在 地 球 表面 以 上 高 旗 为 站 的 地 方 时 ， 应 该 有 关系 式 


__ JIM 
g= (Rt hj?” 


HIL AEK, g Ebh EELEE FEA 微 轻 一 些 。 在 一 
ER TD, ER, wA 


9 一 一 开 于 而 R= m ev z) (1-2). 
所 以 通常 就 近代 地 把 ge 当 作 9， 取 数 慎 9 80 4e/ Fb. 
在 国际 单位 制 (SD 中， 质量 的 单位 是 千克 ， 力 的 单位 是 后 顺 
《1 牛 顶 三 1 千克 R. ECE, 力 的 单位 是 公斤 
于 是 质量 的 工程 单位 { 控 有 专 有 的 和 名称 》 是 
i 工程 单位 质量 二 1 公斤 ， 秒 入 Y 米 ， 
质量 为 1 工程 单位 的 物体 在 地 面 上 的 重量 是 9.8 公斤 。 目 前 在 我 
到 两 种 单位 制 并 用 ， 人 得 在 计算 中 应 注意 公斤 力 和 千克 质量 的 差 跌 
(AR EREA, kilogram), 如 有 疑问 时 ,可 以 用 最 网 
EE. BHJLASPESS8E LL BID Ei GE 
L3 )-- Uti] [KÆ - etn 
HERAIRD., EX HAE 3X BERT GM 到 两 类 问 
CQ) BUTGREDST(O m3. z AR E t FB DEDE Ee TEN 8-3. 


仿古 工程 问题 中 ， 一 般 是 以 胞 球 为 铺 考 系 . EERTE A AH aA p aH 
BN RIELASWÉ, 此 时 重量 就 是 地 球 对 质点 的 引力 ， 


aog 


aaa rN, V Do Adan xd 
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题 ， “是 马 知 运动 未 力 ， 一 是 已 知 力求 适 动 。 此 外 ， 也 可 能 在 同 
一 个 研究 对 象 中 两 类 问题 第 而 有 之 ， 即 已 知 运动 的 一 部 分 和 受 力 
的 一 部 分 ， 要 求 另 一 部 分 未 知 的 运动 和 力 。 

和 如果 点 的 运动 情况 已 知 ， 即 和 运动 方程 * 一 r 斩 是 已 Ag, 
或 者 在 某 一 华 标 系 下 ， 点 的 坐标 〈 比 如 直角 坐标 系 中 的 c.g, 2D 
是 时 间 上 的 已 知 画 数 ， 根 据 第 二 章 的 结果 ， 通 过 求 导 数 运算 可 以 
求生 加 速度 a。 ， 然 后 根据 式 (4.2) 求 出 未 知 力 。 所 以 已 知 运动 求 
力 这 一 类 问题 比较 容易 解决 . 

例 4,1 由 开 营 坦 运 动 定律 求 太阳 对 行 呈 的 引力 . 

在 2-3 98 2.11 中 ， 已 经 由 并 普 勒 定律 导出 行星 的 加 迷 度 , 它 
指向 原点 (二 阳 )， 太 小 与 到 太阳 的 距离 平方 成 反比 所以， 根据 
式 (4.2) 可 知行 星 受 副 的 力 与 行星 的 质量 成 比 例 ， 与 它 到 太阳 
焉 窟 平方 成 反比 ， 写 成 数学 形式 为 


km 
下 一 一 p3 r= -s t, | 


我 们 之 所 以 能 如 此 轻易 地 解决 了 牛顿 当时 所 面临 的 土 迹 难 
题 ， 是 因为 利用 了 现成 的 站 颇 定 律 (4.2) 以 及 运动 学 中 的 结论 (在 
数学 上 用 到 了 向 量 微分 这 个 工具 )。 和 牛顿 为 此 花费 了 毕 频 的 精力 ， 
决 第 是 如 一 些 加 事 所 传说 那 梯 ,他 单 作 见 到 芋 果 从 树 上 掉 下 来 ,就 
想 出 了 方 有 引力 定律 。 牛 上 顿 便 经 说 过 : “我 之 所 以 看 得 远 ,是 因为 
XU NEEABUMEZ LE. "那么 我 们 今天 也 正 是 站 在 包括 牛顿 
在 内 的 无 数 互 人 的 再 膀 之 上 ， 考 能 不 断 地 攀登 科学 的 高 峰 。 
动力 学 的 另 一 类 向 题 是 已 知 力求 运动 。 动 力学 的 全部 内 容 主 
要 是 围绕 这 个 问题 而 展开 的 . 
所 谓 力 是 已 知 的 ， 是 指 力 这 个 向 量 是 满 些 变 最 的 已 知 画 数 。 
最 简单 的 情况 是 力 为 天 小 和 方向 都 不 变 的 党 向 量 。 力 可 能 是 时 
， 间 的 辫 数 ， 比 如 在 振动 问题 中 ， 乒 动力 是 时 间 的 正 束 型 周期 画 
数 。 力 也 可 能 与 质点 的 位 置 有 关 ， 如 万 有 引力 。 有 些 力 还 可 能 与 
质点 的 速度 有 关 ， 例 如 质点 在 介质 《水 、 室 气 等 》 中 运动 时 所 受 
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jJ B. 72 3A IE XX BÉ, E EER CRAS BD IL GA AM 7; FO 与 速度 有 

FRR F—-—ecoe, ed—-^BIEHG E. XX 0B 7) 的 大 小 与 速度 的 

K REE, JAA ERR SEER a., Aiak, FAE 

质点 上 的 合力 可 以 是 时 间 上 ， 位 置 * AEE e 的 已 知 男 数 ， 即 
Sisk t ,r,U). 


TEX GL 2) B] 8 


d?r dr 7 , 
ui E TET 


这 是 一 个 向 量 形式 的 二 阶 常 徽 分 方程 。 它 的 解 ro RERNER 
的 和 运动。 适合 这 一 微分 方程 的 有 一 族 解 。 为 了 确定 起 见 ， 必 须 求 
由 在 一 定 起 阁 条 件 下 的 特 解 。 比 如 说 ， 同 样 在 地 心 引 力作 用 下 ， 
人 让 卫星 可 以 有 各 种 各 样 的 运动 轨道 ， 只 有 在 给 定 了 人 车 卫星 发 
射 的 初始 位 置 和 初始 速 座 ， 才 能 求 出 一 条 确定 的 轨道 ， 因 此 ， 一 
个 动力 学 问题 在 数学 上 通常 就 化 成 为 一 个 常 微分 方程 的 初 值 问 
题 。 即 已 知 质点 在 某 一 时 列 =t 的 位 置 和 速度 ， 
r Ch) = Fos Ar 
求解 方程 (4.3)。 
RERO TERMET A, Emm F(t r, -3 ) 满 足 


一 定 条 件 OH AEE, mr HB E Ee Ae, MARI E 
Wi. REA U.D HAIE RERI E Y. Hait ro fü 9] 
WWE v. DEBA MEARE r 与 于 的 关系 。 即 质点 的 运 
动 轨迹 和 质点 在 这 轨迹 上 任意 时 到 的 位 置 都 完全 确定 了 {图 4.2)。 
也 就 是 说 ， 必 定 存 在 一 个 向 县 图 数 

r—rí(i,r,9,), 
EWEA EU. DHIA fF 


D Mi-3 £i 4.3. 
an TERRE 5 22 SER ERUB, JA t R HEA E HES PKewí 


P5. 
twinp 
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但 是 ， 对 于 大 多 数 问 题 ， 要 想 
写 出 解 的 分 析 表 达 式 却 是 十 F-Ft,rn 
分 困难 的 ， 基 至 根本 做 不 济 . 
为 此 在 力学 中 就 发 展 了 各 种 方 
张 ， 二 如 在 精确 的 表达 式 求 不 
出 来 时 畜 求 近似 表达 式 《 近 似 
法 )， 在 写 不 出 解 的 分 折 RIE 
式 时 就 弘 讨论 解 的 某 些 可 能 的 
性 质 ( 定 性 法 ) 等 等 ， 特 别 是 
因为 所 解 的 是 力学 问题 ， 在 许 
Ze Hb; Hg ae PO ER XE SC, 
此 可 以 利用 物理 上 的 考虑 与 数 Hone CAT 
学 上 的 演算 相互 配合 。 使 问题 
得 到 解 次 ,或 部 分 地 得 到 解决 。 

在 某 些 畦 跌 情 部 王 ， 可 以 从 风量 形式 的 微分 方程 (4.3) 直 接 
求 出 运动 ， 举 例如 下 。 

80.2 RRE m WEES H F {A T B) x xb. Dn 
i—6 WT 40 or EL 2S Fg, HHEH Uie 

Ho MADE iA 7 e 


d? 


nt 
将 上 式 写 成 


de 1 
dtm fs 
AERA Mio — Fc, es 是 待定 的 常 向 量 。 将 二 0 时 
=n CA, kf 0 二 ww。 于 是 得 速度 的 变化 规律 为 

=u + 地。 
再 利用 5 二 drydt (X AGEBAT 18 
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Lande dalla eie dan m nci Harc tm L 


t 
r= tdo 十 一 一 - Fices 


2m 
其 中 积分 常 向 量 es Hd EUAR fBr|.-—rocKRfH cs 二 Tn。 于 是 质点 的 
XE JJ Ji F2 
r= ry + ivn + "a F, 


万 此 问题 虽然 已 经 解 完 ， 但 我 们 厦 不 容易 从 这 个 向 量 式 子 中 

看 出 适 动 的 轨迹 形状 。 下 

EF (1 3 8g o 77 25 WE 
行 一 些 分析 。 

首先 ， 我 们 指出 质 虚 

上 总 是 在 某 一 平面 上 运动 

《 见 图 4.3) 。 因 为 质点 的 
位 移 向 量 是 

MM rr 


E 
= iva 十 7m P 


et 其 中 eR F Anm. 
HFE. PA, MM 一定 在 由 vo 和 下 所 决定 的 平面 内 .就 在 这 个 
FH WA fea giS F Et iO Pd. HO R—ixJ. 
XE TFERLBUE I —^ E f8 bn S [M o, 1,7, h] 
将 上 述 向 量 形 式 的 解 ， 在 忠 坐 标 邓 中 投影 ， 得 到 《请 读者 自 
行 完成 其 体 运 算 ) ， 


Xx = Vpt COR 8, 


Hi4.3 常 力作 用 下 质点 的 运动 


F 


2m 


zb, 
JX'BOSJIEv. S iBgscfS, FEDRA. BA, 这 是 x- 平面 内 
DARRIE A E. BUET pu. MORR Ea pae. |] 
从 士 鲍 中 看 出 ， 让 接 由 向 量 形 式 的 微分 方程 人 .3) 求 解 是 不 
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FER PB Bpg: E RECO HET, 也 不 容 筋 看 出 和 运动 的 规律 ， 更 
何况 在 许多 情况 下 并 不 容易 求 出 解 。 我 们 道 常 条 用 的 方法 是 先 取 
EERE U.D 写成 三 个 分 量 形式 的 微分 方程 ,相应 地 把 初 条 
件 也 写成 三 个 分 量 形式 ， 然 后 再 去 求解 。 在 解决 各 种 具体 问题 
时 ， 原 则 上 是 选用 任意 的 坐标 条 都 行 ， 但 是 选取 合适 的 维 标 条 能 
使 解 题 步 又 简化 ， 


4-5 质点 的 一 维 运动 


只 希 用 一 个 变量 (作为 时 间 + 09 PRO) 来 描述 的 运动 叫做 一 维 
运动 ， 质 点 语 相 线 的 运动 是 一 维 运动 。 平 面 单 把 的 摆 锤 《 当 作 质 
点 看 ) 虽然 作 的 了 水 是 直线 运动 ,但 家 只 圳 一 个 变量 茧 可 以 描述 其 运 
动 ， 因 此 也 是 一 维 运动 。 一 般 说 来 ， 如 果 质 点 洛 已 知 轨 线 运 动 ， 
TELS EE 来 描述 其 运动 ，* 是 时 间 上 的 k DEO c OI 
3. 

一 维 运 动 只 涉及 一 个 数量 形式 的 二 阶 常 微分 方程 。 以 站 线 运 
动 为 例 ， 在 直线 上 取 单 们 向 量  ， 则 质点 的 加 速度 为 a 二 x d, 
根据 方程 式 (4.3) 得 到 此 质点 的 运动 微分 方程 为 


mx-—Fü,z, x), 


aub. 0B x(0) 二 za ，x(0) 一 re。 下面 将 通过 一 些 例子 
说 明 一 维 动力 学 问题 的 具体 求解 方法 。 

例 4.5 质点 在 阻尼 介质 中 的 降落 。 质 量 为 h 的 小 球 在 某 一 
介质 (如 空气 、 水 或 油 等 》 中 自由 落下 ， 和 初速 为 等。 求 质点 的 运 
动 规律 . 

M 取 * 轴 向 下 为 正 ， 出 改 点 为 床 点 。 质点 共 受 两 个 力 的 作 
用 。 重 力 夫 小 汶 mg, HMEN F, 所 以 可 写 成 m9i 。 另 一 个 
力 是 介质 所 给 的 阻力 。 白 体 在 介质 中 运动 的 阻力 ， 方 向 总 是 与 速 
度 方向 相反 ， 夫 小 与 畅 体 的 形状 ,外 表 的 光滑 程度 ,介质 的 窗 度 、 
丫 座 ， 畅 体 的 速度 等 等 因素 和 有 有关 ， 这 需要 用 流体 力学 求 确定 。 以 


257 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


最 简单 的 情 沈 一 一 小 圆 球 在 流体 中 的 运动 为 例 ， 实 验 表 明 它 过 到 
的 阻力 大 小 是 

E—CS. i pr?. 
A S 是 贺 球 截面 积 ， 则 5S 二 TD?/4,，DD 是 小 面 球 将 fe. o 是 流 
ERER, v 是 圆 妹 速度 的 大 小 ，C 是 一 个 无 量 纲 阻力 系数 , 它 与 
雷诺 数 Re—pvD/u 的 关系 如 图 4.4 所 示 ， 共 中 4&5 是 流体 的 类 座 ， 
单位 是 泊 ( 克 ,/ 厘 米 : B». 


Re = pvD/u 


图 4.4  DEXREROD EE OC mp Re hka 


可 见 , 很 难 用 一 个 解析 表达 式 来 表明 阻力 与 速 论 的 关系 ,在 v 
较 小 的 时 候 〈 确 团 地 说 县 雷诺 数 小 于 1 时) 。， 弗 线 可 用 图 中 的 盛 
BRE: AB 近似 地 代 苦 ， 它 是 C=24/Re, 因 而 阻力 的 夫 小 为 
F -—à3nzmuDv-ecv, 
HIH 0-9 SEDE — RARER, Hri c 二 3X4D 称 为 阻尼 系数。 这 
是 斯 托 克 斯 (Stokes) 1850 年 给 出 的 结果 。 在 速 讼 较 大 时 (雷诺 数 
在 104 到 105 之 间 ) ， 我 们 可 用 图 中 虚 直 线段 GE 近似 地 代表 这 


条 曲线 ， 此 时 阻力 与 速度 的 二 次 方 成 正比 。 
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在 普通 介质 中 ， 自 由 落体 的 阻力 R SAI up ELE ^h E TRAC 
情况 义理， 因此 可 写成 . 
R —— exi, 
keet AER DBE., 
于 是 ， 质 点 的 运动 微分 方程 是 


mx mg — cx, C15 


PATHE x(0)—0, x10) —0, 
会 路 二 mg9/5, 将 式 (1) 写成 


将 x 解 出 得 
£—w(i-ess*, (2) 
XE OX ECHUE EER 
LC (3) 
v* 


其 中 r—p*/g—my/oc, 

OD» BS 3 m ing 4.5 所 示 ， 

Mx Gs Gd, ELE ABE 4.5 中 都 可 以 看 出 ， I AST. 3d HE 
AR, JERKER, EnA t ATEAN, sa T, Bi LL 
vt ERDRE. 另外， EHR CO) HE RIU BE x cvs, 这 
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图 4.5 JE E sog Reo i ETA 


A dBHEXEGEGrDÉS. BDDGECBUBOR. iXk4- ÜEWRDATET HENDRER SH, 
开始 时 重力 天 于 阻力 ， 因 此 质点 是 加 速 的 ， 随 着 速度 增 类 阻力 也 
增 大 ， 加 速度 就 碱 小 了 《〈 因 为 重力 不 变 ) 。 最 后 阻力 实际 上 与 重 
力 相 等 ， 质 点 训 不 再 加 速 了 ， 几 平 以 极限 速度 等 速 下 降 。 我 们 很 
幸运 有 这 样 好 的 结论 ,否则 由 高 空 落 下 的 经 无 限 加 速 的 雨点 ,足以 
将 我 们 的 脑 手 击 罕 ! 伪 得 一 提 的 是 ,虽然 在 理论 上 齐 , 尖 到 极限 速 
度 要 “无 限 长 ”的 时 间 ,但 实际 情况 是 , 当 t/t 二 3 时 ,x —0,950v*, 
则 在 精确 到 百 分 之 五 的 亚 求 下 ， 可 以 认为 已 经 达到 极限 速度 。 这 
里 的 + 二 m/ce， 称 为 特征 时 间 。 憾 然 ， 在 同样 质量 的 情况 下 ， 阻 
DT GE 意 大 ， 则 特征 时 间 r 就 登 小 ， 质 点 达到 和 极限 速度 所 需 揭 
时 间 也 就 意 短 。 当 二? 时， 一 41 一 1/e) v* —0,.632 ua。 对 FE 
一 个 重 球 分 别 在 水 和 甘油 中 革 降 落 时 ， 阻 尼 系 数 之 间 有 关系 
忆 寺 油 :水 二 670:1， 

因而 重 球 在 水 中 的 极限 速度 是 圭 油 中 的 670 情 ， 而 在 水 中 的 特征 
时 间 也 是 甘油 中 的 670 傍 。 

将 x* 和 二 的 关系 式 (2) 进 一 步 积 分 ， 求 得 点 的 运动 方程 


*z 


v + 
x—r*k— 
g 


(1—6 *:*), 


ERES tIJEe€XukpE S, OLDELSOEE Eg L4: L3* 7 
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i 


E HL OC Ec EDD HE p 9 4s 


图 4.6 ERRED at 


这 个 美 秒 式 可 通过 图 4.6 中 的 曲线 OAB RH A 图 RETE 
SEHE, 24 L4R/R COO BR. X& 动 和 无 阻尼 的 自由 落体 (图 中 虚线 
AeA 很 接近 。 从 分 析 表 达 式 看， 将 式 (4) 按 YT 这 个 小 
基 的 冤 级 数 展开 ， 得 到 l 

si) 
了 略 去 高 阶 小 县 就 得 到 (注意 到 0— 7*7) 
x-gt*/2, 
GH DT Bg. B 
rt (L—T), 
irm HEEL ERGU. BUSDAJLGRÁESEDERCHDXIS. DEBES v". 
这 和 葡 面 讨论 的 结果 是 完全 吻合 的 。|1 

笨 过 这 个 例子 可 以 绚 出 ， 处 理 一 个 力学 问题 ， 必 须 在 解 题 的 

过 程 中 以 及 对 它 的 最 后 结果 尽量 注意 物理 意义 的 分 析 讨 论 ， 在 解 
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题 过 程 中 所 用 到 的 一 些 方 法 ， 例 如 无 量 岗 化 ， 近 似 处 理 方 法 ， 以 
及 用 图 表 配 合 分 析 问 题 等 畦 都 是 解 央 力 学 问题 时 经 常 下 用 到 的 ， 
我 们 还 会 在 今后 的 正 女 或 例题 中 反复 应 用 。 

通过 这 个 屋子 ， 对 于 已 知 力求 运动 这 类 问题 ， 我 们 归纳 出 解 
题 的 步骤 天 体 为 

C10 对 质点 进行 受 力 分 析 

《2 ) 选取 合适 的 坐标 系 ， 写 出 力 和 加 速度 的 分 量 表达 式 ， 

C3 》 列 出 数量 形式 的 运动 微分 方程 ,并 号 出 相应 的 初 条 件 ; 

《4 》 进行 数学 运算 ， 这 时 应 充分 而 灵活 地 运用 题 意 中 已 知 
的 物理 条 件 ; l 

《5) Zr HENCE HEBES Jod SL. AREER 
已 多 次 讲 过 ， 这 里 不 再 重复 。 

例 4.4 荐 冰 面 上 中 一 小 厂子， 使 它 获 得 向 东 的 牢 速 mm 一 4.9 
米 / 秒 。 设 冰 面 的 动 摩 壤 系数 Gu 一 0.2，9 一 9.8 米 / 秒 '"。 求 6 秒 
再 五 子 所 在 的 位 置 。 | 

BO MAREA O 在 石子 的 出 发 点 ，x 轴 向 东 ， 

在 水 平方 向 看 子 具 受 一 个 力 ， 即 摩 握力 ， 大 小 为 smg, Hia 
与 适 动 方向 相反 ， 即 向 西 。 喜 运动 微分 方程 为 


Ba uà 


mx 一 —umg, 
或 写成 "Ox —Hug, C12) 
mAH 
x(0)—0, x(0)—"Uy 
E db 7; £ OUO 的 特 解 为 


xi} = vul — juge. (2) 


MER ITTIELETIEIELEPILPFLIEIRITI OE 4IAG | LEE ESI: 
XU. BHARD. — RERLOROGEDEC AR. GECHHORDGNE Gb ep DS E IECADL o RUD E BR Ru 
IE 2, AASAD HHR. 
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将 已 知 数据 mm 一 4.9 Æi, t= 4 二 0 ,2,9 一 9.8 米 /种 ? 代 大 
得 
Fa x(5)-——5,.9X. 
结 记 是 用 峙 向 东 踢 和 石子， 经 过 6 种 以 后 ， 太子 在 原来 位 置 的 
西边 5.9 KkAb) 这 一 结论 显然 是 茸 送 的 ， a] lj H1 £p EB 7 


—— sr Pd iai 


图 4.7 BHAR: HERR T 0PH E E TENEN 


我 们 把 由 方程 (1) 得 出 前 解 《2) AAEH. +E A Hr 
(图 4.7)。 式 (2》 的 图 示 蚌 曲线 DABC， 类 图 中 看 到 当 上 2.3 
种 时 ， 石 子 达 到 东方 6.1 米 处 ， 这 之 后 石子 就 要 往 回 请 。 从 物 
AELE, GEEAE. BE. ketkim] 
Hu ets Tk, miaa tE Bue, EEN., Kigi 
OAD 是 台 理 的 ， 而 曲线 DA4BC 是 不 合理 的 。 那 么 数学 结果 为 什 
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么 与 物理 意 兴 的 解释 不 一 致 呢 ? XXDNEUGK AE 
JAHT” SAMa H., SAREE 
Erir aR aa aE., a r e—a AT 
THIR? AAMAR RACER, I 
例 4.5  LDLIRJCBU RUXE vo A HERRA HIE 
直 向 上 抽出 一 物体 a.. k 所 受 引 
Jj £F zd: om EB T7 m Bib. 
XR up bx JIAnim HEC g. RE £5) R. 
RHES Zo. k WV tE BE X5 XU d) Bk Join 
EH, 
HO kib% A., 55 p JE A TEGLUO 
O, x f|] EE, MAF AME— Hg 力 是 引 
JF, CE xih ERIE 
Basceqy)xt 
mie XEM 上 式 中 的 是 比例 肝 数 ,可 以 这 样 来 确定 它 ， 
Nm 因为 在 地 球 表 面 =R Rb. F.—— mg, HIA 
A Kk—mgR'. FÆ Fes mg, B bf s) torJ; Tid 
dix R* 
| WC US uu» (1) 
PRID x(0) 二 RR， x(0)—8, 
为 了 解 方程 (1)， 注 意 到 关系 


trt 


dx — dx _ dx dx 
dt? ^ dt ^ dx dt 


加 速度 的 这 种 表示 形式 很 有 用 处 ， 仿 后 还 会 用 到 。 和 将 此 关系 代 式 
Xl, 分离 变量 后 得 到 
M gR 
(x j2- PE dx 
在 求 积分 时 ， 取 下 上限 相应 于 起 始 状 态 (z 一 玉 ，x 一 上 ) ,上 女权 
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应 于 最 高 位 前 状态 G— RH, x—0), MA 
ü 1 a m RAH gR? 
KGa (— ye. 
由 此 等 出 最 天 高 认为 
m VP -1 
H= zy (1— 2gR/ * 
现在 我 们 分 析 这 一 结果 ， 
iy n dE. BIO 2 之 2gRR 时 ， 则 可 将 上 式 接 MERE TET, 
jfükdcoi/2gRoRgEEDPA E. 14 


TAE: vi 
Hesse 4H). 


xkuE RR Ed EpDEEDHEZARGXS. dIGERLIDOR 34 ROTE RUE 
(Bo RIBH, BpEüóxeR),, HART mo 的 结果 。 当 vj/2gR 较 
去 时 就 不 能 用 这 个 近 人 局 式 了 ， 当 vili—29R Bp, dip H9. M 
Qum LH, WELLAE =v ZR B] biii, ARREA 
HE JE AE e EIRA, HIE fk -EEI TA RRR, XXV gR 
的 具体 数值 《用 9—9.8/Eb?., R—63707&9 H RA) 11.2 
公里 /种 ， 训 是 地 球 的 第 二 字 宙 速度 ， 或 称 撑 利 速 度 . 

Hpfp s HQBR—-4-pBlEN. Ani iE >v gR, WAH WR 
A” H HAT AE Ne AERE ASAE? REA 30 77 HH 
了 错误 ? 请 读者 自己 进行 分 析 。 | 

振动 问题 是 动力 学 中 的 一 个 专门 讶 题 。 对 于 最 简单 的 一 维 振 
动 ， 或 称 单 自由 度 振 沽 ， 我 们 通过 以 下 开 个 例题 米 加 以 技 旭 。 尖 
然 ， 把 它们 看 成 一 个 专门 的 章节 也 是 合适 的 ， 因 为 讨 诊 的 方法 和 
结果 都 具有 普通 意 浆 。 

例 4.8 质点 的 自由 振动 自然 春 和 工程 技术 中 有 许多 振动 问 
题 ， 它 们 的 动力 学 特征 可 以 用 质量 弹 先 和 柔 统 这 种 力学 模型 素 齐 划 
《 司 4.9)。 一 个 质量 为 严 的 质点 《代表 参与 振动 的 物体 ) 与 一 个 
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Hs PILSEST. 


GRE ERA PRATE TRR ERE JUPE HAE, SE Kp 
ERA CUPRA TERO Ek., BÜfeSRTESEEBPQSPOE e aA 
《或 压力 ) 的 大 小 与 它 的 伸 长 量 (或 缩短 量 ， 储 长 量 和 缩短 县 都 
应 该 从 弹 篇 的 原 长 算 起 ) 成 正比 ， 写 成 
FzK|AL| —k|t —4H], 

其 中 是 为 弹 竹 的 原 长 。 在 运 动 过 程 中 ， 质 点 以 一 定 的 力作 用 于 弹 
簧 ， 使 它 伸 长 或 缩短 ， 而 弹 往 以 反作用 力作 用 在 质点 上 ， 这 个 力 
总 是 力图 将 质点 拉 回 到 与 弹 入 原 长 所 对 应 的 位 置 ， 所 以 时 做 恢复 
J. MARR TRE DAS WE ARREK EOFT REM 
点 放 在 光滑 的 水 平面 上 ) 。 

取 质 点 的 平衡 位 置 《在 上 前 这 种 
情况 下 ， 就 是 使 弹 答 保持 原 长 的 位 
ED AEIR. v 轴 向 右 为 正 。 因 
此 ， 运 动 微分 方程 为 


mx= — kx, 


z 


或 写成 
mx +kx=0, (4,4) 


在 解 微 分 方 程 (4.40 之 前 ， 我 们 
[E E E R E E EIER E 
图 4.10 dEdERUEGGOEEG ”4,10)， 分 析 此 时 的 运动 微分 方程 与 
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(4.4)7 有 什么 差别 。 质点 在 平衡 位 置 时 ， 弹 签 由 于 重力 对 质点 的 
EM, Ctik -RER ô, Uiii. HFR A fE a 
ó—mg/K. 
An2R dE A5 Ense RC XE Ep rg 《注意 此 时 弹 和 所 并 不 是 原 长 )， x 
转 既 站 向 下 为 正 ， 那 么 当 质 点 的 位 称 是 x mp. GÉXHUfiik EAR 
是 5 二 xX， 因而 弹 答 对 质点 的 作用 力 是 
一 —K( rx), 
于 是 质点 的 运动 微分 方程 是 
mx —mg—k( x). 

Bj 6-—mg/k, WME mg 和 一 上 5 两 项 刚好 消去 。 最 后 ， 运 动 微分 
方程 仍 热 与 {4.4) 的 形式 一 样 。 但 要 注意 在 两 种 情况 中 虽然 些 标 
原点 都 取 在 平衡 位 置 , 然而 质点 在 平衡 位 置 时 弹簧 的 状态 不 一 样 。 

其 实 ， 运 动向 分 太 程 (4,4) 具 有 广泛 的 代表 性 。 呈 要 是 具有 
以 复 力 的 无 阻尼 的 单 自 由 度 线性 系统 ， 无 诊 是 放 在 弹性 基础 上 的 
电动 机 的 振动 ， 还 是 船舶 在 平衡 位 置 附 近 的 微小 摆动 ， 或 者 是 二 
氧化 矶 分 子 中 三 个 原子 在 平衡 位 置 附近 的 振动 ， 经 过 一 定 的 折算 
上 以后， 都 可 以 用 质量 弹 竹 孙 统 这 个 模型 来 代表 ， 其 运动 微分 方程 
家 是 (4.4) 这 种 形式 ， 只 是 共 中 室 肯 x 的 物理 意义 可 能 改变 了 ， 
有 和 大 也 成 了 一 种 “折合 ”的 质量 和 “折合 >” 的 刚度 系数 了 。 

现在 我 们 求解 方程 以 ,4)。 设 质点 在 韦 录 时刻 位 称 是 x{0) 二 
xo, E x(0) 一 0o， 根 据 二 阶 常 系数 线性 常 微分 方程 的 理论 ， 方 
程 44.4) 的 特征 方程 是 

rA? -- k — 0, 

Bi EUERÉEXRA— toi, B tv — 1. qu 


uy k/m. (4,5) 
因而 方程 4.4) 的 通 解 是 


x 二 cos ot4- C, sin ot, 
FERRIE Sp R 得 积分 常数 Cl 二 x0，Cs 二 vo/w。 因 而 方程 
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C4.4) 的 特 解 是 
Vs . 
x—xycos ub . sm wt, 
也 可 以 写成 
x= ain (wt 9), (4,6) 


Hp .A— xiv) npe. paare tg (Xo vy) U £5 37] 48 A 
(或 和 位 相 ) A GL e) s IHR x t 2e o An 4 11 HS. 


图 4.31 简谱 振动 


质点 的 位 置 是 时 间 二 的 周期 责 数 ， 其 周期 为 


T—2n/o, 
其 频带 为 
1 ù 
1 二 地 二 gx* 


频率 的 单位 是 赫 芝 ， 即 葡 / 种。 如 日 用 交流 电 的 频率 是 50 BE, 
它 与 大 电 机 的 转速 每 分 钟 3000 转 是 相应 的 。 在 理论 讨论 中 条 用 邱 
频率 口 比 频率 了 故人 重 ， 它 是 频率 的 2r to iid GE BE/ RD el 
成 1/ 种 。 上 以 后 ， 我 们 一 般 都 用 和 癌 频 率 ， 在 不 至 引起 谋 解 的 时 候 也 
EPHE, 

(4.5) I (4, 6) PAHA T AE E 6B A AiR AE py 
E, EOS A RUECESEDE TET ESE RE, iah A A e ES E 
dA fEXOOR. MERRET RRA ERRE, XE OR 8t A 
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C—— a 


性， 所 以 a 及 称 为 固有 频率 ， 由 式 (4.5) 肝 出 、， 十 性 越 天 ， 国 有 
频率 越 高 ， 惯 性 越 大 则 国有 频率 越 低 。 | 


沙洲 水 如 将 图 4.9 或 图 4.10 中 的 质量 增 大 到 原来 的 两 展 ， 撩 
zhaii, MHRI EREE? AET E m 
EEE, H, WHARA E EE k k 

例 4.7 有 阻尼 的 扰动 ”质量 与 弹 签 的 情况 与 上 例 租 同 ， 设 阻 


力 与 速度 成 比例 ， 即 阻力 RR 二 一 exi ， 38 235b 微分 方程 将 出 
(4.4) 改变 成 


mx =—kx— ex, 
或 写成 
x 4-2n X 4- ux —0, (4.7) 


Hp neim, 
(toy A fRGLL BS ERE EI Tz 4 
A+ 20À4- o5* — 0, 
"t BO ER TE TRE RT RETI DA PL Bb OL: 
(1) I noB, 
让 一 一 天 十 TAO 一 了  ÀQ,— —n- dw —n s 
( 2 ) M no» If. 
A m — nnb Agm vn 
(3) 当 了 = 一品 上 时 4 一 4 一 一 和 
RREH AEE n £948 PE TB RAE. du FUE 
上 上述 三 种 情况 的 运动 各 有 和 什么 特征 ， 
第 一 种 捕 况 是 在 阶 尼 采 数 比较 小 时 发 生 的 。 解 的 一 般 形式 是 
x—e-7" (C, cos ag t£4- C, 3in wo t), 
或 写成 


s= Aet tsin tot 9), 
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Hepe—/€—n 5, Ci C, E A.e 都 是 由 初 条 件 确 定 的 常量 。 这 
dE Bi dient Ab YE RA HUE UK, CT 4 125, 


E =- 


C- erorka 


—— — 
“一 
—— 


p.12 pE EWE E e ah 


XEB ADERPHESLT. EAH TAERE. IH EOR t 
zE ii pr RI e A E AE. RE F Br EP 的 周期 了 
叫做 (eA, T'—2x/w,. 比 无 阻尼 情况 下 的 周期 T= anw 
Wk 26 (nou), 

第 二 种 情况 是 在 阻尼 系数 比较 大 时 上 发生 的 ， 解 的 一 般 形式 为 


seco Em 4 pa Tan SEC j 


其 中 常量 及 C: ARAIA., WETE 的 初速 0，*-t 曲线 
将 出 现 如 图 4.13 岂 示 的 三 种 情况 。 
xxl]. x bk t H33E Acid iu T 3E. 但 不 再 有 振动 的 性 成 ， 因 
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"€ eT ee n E 


i I i 


(a) rob Eb) 260€ 95] Hh 《cizo< TEE 
H4.18 KEENE THERES 


Jb 4h. TEE YE dcc 8 JUI. 

至 于 第 三 种 情形 ， 它 是 一 种 非常 特殊 的 临界 情形 。 解 的 一 般 

形式 是 
Xe RC.), 
其 运动 特征 与 第 二 种 情形 相同 。 

我 们 可 以 从 物理 上 作 这 样 的 理解 ， 当 无 嚼 尼 时 ， 质 点 以 周期 
工作 等 幅 振 动 。 有 了 阻尼 以 后， 出 于 阻力 的 作用 使 周期 《实际 上 
w ERINRAR. RRR. MAH E ERK. JA 期 也 增 
XA. 5 Rn oA Ea ER E TRA Sie Miz ES 
和 失 了 《可以 认为 mn 一 4 时 周期 为 )。 | 
例 4.8 RASAR SARRA TIRE I kri 和 阻力 
exi 以 和 外， 还 受到 一 个 周期 性 的 外 力 日 sin Qui 的 作用 ， 则 
其 运动 微分 方程 为 


m X ——kx—oex-r H sin Qt, (4,8) 


引起 这 种 周期 性 外 力 的 原因 通常 有 着 种。 一 种 是 确实 有 周期 
性 的 干扰 为 (或 称 驱 动力 》 存 在 ， 上 比如 机 器 中 有 些 转 动 部 件 重心 
不 在 轴 上 ， 因 市 引起 了 一 个 周期 性 变化 的 力 瑞 sin Or, h Ok 
是 转动 部 件 的 转动 角 速 座 ; 第 二 种 是 由 于 振动 邓 统 的 支 卫 后 本 身 
作 振 动 所 造成 的 。 现 在 分 析 这 后 一 种 情况 。 设 图 4.14 中 弹 息 上 湛 
EIEH zh. HEE t Hy CORB x =a sin Qt a 是 它 的 
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iki. O 是 频率 。 当 质点 离开 平 
衡 位 秆 的 亚 离 为 时 ， 弹 赞 的 种 
长 量 是 5 二 x 一 x', 因而 在 垂 站 方 
向 《 取 为 * 轴 ， 向 下 为 正 ) 的 弹 
3 7] A 

F,—-—k(ó-Mx—x'), 


阻力 仍 是 Re 一 一 cx。 于 是 运动 
微分 方程 是 
mx —mg-k(-4x—x!) —ex, 


其 中 一 6 与 mg 刚好 消去 ， 最 后 
可 得 


mx 十 ex--Kkx—ka sin Qt, 


EXE MBONEHENM T JLXE RR SE L 8 ie zb fU Tit on 
加 上 一 个 周期 性 和 外力 Hsin Qt i 
BH—ka) BofE HIE SE A- FEES. 

ARBBAEHAEADERBUPSID. AE .8) H mAH V. H9 TX 
Jii mX ex 十 Kx 二 0 的 通 解 和 非 齐 次 方程 的 一 个 畦 解 x* 00 一 
Asin(Ot--0) 所 组 成 。 我 们 只 考虑 章 次 方程 的 特征 根 是 一 对 共 轿 
A 3 — nb ies (wo 二 wo 一 2) 的 情形 (其 余 两 种 情况 可 相仿 处 至 ) 。 
于 是 方程 (4 ,外 的 通 解 可 写成 

x-—e^*' (C, cos ust t C, sin o!) tx" (0), 

因为 n>>0， 当 + 增 夫 时 ， 上 式 右边 第 一 部 分 将 碱 小 ， 当 + 臣 
于 无 劣 大 时 ， 它 就 趋 于 千 。 在 实际 问题 中 只要 在 一 定时 间 间 隔 以 
后 这 一 部 分 鼓 可 以 被 忽略 了 ， 这 时 只 留 下 肩 期 性 畦 解 节 () , 称 为 
定常 报 动 。 在 态 究 受 追 振动 的 问题 中 ， 大 们 的 兴趣 都 集中 在 这 一 
部 分 上 。 

因为 峙 解 x* () 二 A sin(0t 二 9) 满 是 方程 (4.8)， 将 它 民 大 就 


272 


"mire Tem mane i-o m 


ene e ë e o 


可 以 决定 4 和 8。 具体 的 运算 办 法 是 ， 代 天 后 将 百 sin Ot 改写 万 
Hsin(cQOr-4- 8 — 8) —(Hcos0)sint Q£-- 6) — Hsing cos( Qt 4-05, 
5A ri zr M 4r AEN Ada esin Ait G) fl cosQOt-r- 8) REGAS, HE 
后 可 得 


E Yd 


yz) 
e 


2 


w 


arc ig 


其 中 n/a, Q/o REEERE. 

以 上 结果 说 明 ， 在 受 和 迫 振动 中 ， 质 点 的 定常 决 坊 是 不 喜 泪 的 
振动 ， 基 频率 与 周期 性 外 力 的 频率 相同 ， 而 燕 振幅 与 初 条 件 无 
X. HAqKdÜCT XR UOAERBEBUTEEL RE m, Ke ZAE), 
A B ERTES 853 ecl H REL Sh E OQ. 

fESEsIS EDO B. SER CCERBU EET Ra REE A. 在 有 的 
[p] S p af SR A p E p AE PRIMA, DEAR RKR Emu 
成 破坏 ; fpi —uHeppuEPHSGUpaS 5A xGC,. HUGSÓIBdEGUSESE WDR 
起 来， 以 备 应 用 ， 无 量 网 比值 A/a (在 振幅 公式 中 a-—H/Kk) [X 
ded dx. BMA pLosmigdkge WEE ebd n5 nnd 
ffi. aX T RRE E n/v, Q/o ih S ERTRHE (RT Sz SE (图 4.15)， 

JA MA IZ lp £5; RT MAE H SER Hex 5 — He 3B E Egh O 
JE BUR AXE e AS, HD O/esc1,. W[A/ae1, XXE Ed. TAE 
jugkshJITERH T. RADIR (H fbi HRD E308 xU Bs 
振幅 《简称 为 输入 振幅 》 盖 不 多 相同 。 如 驱动 频率 口上 比 图 有 频 
Hi cogni. HI O/e1, BH A/ae0,. kg hti, TESNÜPULNE SD 7] 
作用 下 ， 输 出 振幅 儿 平 等 于 需 。 当 9 与 很 接近 时 , 即 Q/o1, 
je] Sos HH He RE SCC E fL. PEE 388 3E FH GREECE B9 A 2E 2S BA HCERCA: 
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Bi4.15  mLEE Hi 38 


值 的 条 件 。 

另外 ， 从 响应 曲线 还 可 以 看 到 ， 阻 尼 的 大 小 对 放大 异 数 有 很 
大 的 影响 ， 畦 别 在 阻尼 小 (nya=:0) 而 驱动 频率 O 接近 国有 频率 名 
时 ， 受 迫 振 动 的 振幅 较 大 ， 系 统 将 发 生 强 烈 的 振动 。 极 端的 情况 
B n=0 《无 阻尼 )， 且 Qs 时 , 扫 将 成 为 无 限 大 , 即 没 有 有 限 di 
幅 的 定常 振动 。 这 种 情况 叫做 共 迫 .实际 上 系统 中 阻尼 总 是 存在 
的 ， 所 以 ne-0, Qo 的 情况 也 就 叫做 共振 了 。 从 物理 上 看 ， 为 
什么 会 出 现 共振 现象 ? O 与 6 相等 或 接近 ， 下 示 外 蝶 动 力 的 变化 
周期 与 质点 的 振动 周期 合 上 了 拍 ， 能 量 不 断 输 丰 到 振动 系统 里 
去 ， 振 幅 越 来 越 大 。 从 数学 上 看 振幅 能 达到 ceo， 但 在 物理 上 看 是 
不 可 能 的 ， 只 能 是 能 量 不 断 输 入 ， 报 幅 意 来 傅 大 ， 直 到 质量 弹簧 
系统 被 破 环 为 止 。 
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在 实际 问题 中 ， 一 般 地 要 各 复出 现 共振 ， 这 可 以 通过 增 大 险 
stib O 与 口 两 者 远离 的 办 法 来 实现 。 在 其 些 情况 下 ,也 可 能 需 
更 利用 共 据 ， 那 么 就 下 去 创造 n= 二 0、 吕 一 vw 的 共振 条 件 。 1 

例 4.9 HE ”质量 为 尺 的 质点 人 MM 
HEEK% i ahne” FETE A F 
UEZE EE h Ela.. MS AI HLE 
EEMI, Aih E, 

RIAR GIA 
Ja bg AR 7; 80. 3X 时 g EE 
是 dsdi, TERARI SEE 

mL Y, 

Ih F, 是 力 在 切线 方向 的 分 量 ， 5 
EERE SREDNE, WAHE. 
ERER LAHA TAE 73 UTE 
H. FRE JRR A, MGH JARKE, TES 
Ha 7j 427 


图 4.16 dE 


ds ， 
HB — mg sin qp. 


因为 s E p Xo s—le. MAH Ea T 


g 4- S-sin $—0, 

证 摆动 的 幅 产 很 小 ,了 即 o Eom. 2B. sine npDEDRTRIRTEE 
开 ， 略 去 商 阶 小 量 ， 得 sin e— e. 最 后 得 出 运动 微分 方程 为 

9 十 二 9 一 0。 

虽然 在 这 个 岗子 中 拜 不 存在 绰 和 蓟 ， 但 是 重力 的 切 向 分 量 也 具 
有 旋 复 力 的 性 质 ( 力 图 将 质点 拉 回 到 平衡 位 置 去 )， 所 以 得 出 的 方 
EBU DZE REMATE o tAE, T 再 是 位 
移 ， 以 下 的 处 理 方 法 喜与 质量 弹簧 系统 完全 类 但 了。 对 照 式 04.5) 
2/9 


= a 
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3r XU HT ni iR D JS 是 4 二 v9/1. 

UFPE VSISNEOGOURECUEE 来 代替 ,从 而 使 运动 微分 方程 近似 
化 为 线性 微分 方程 ， 这 种 方法 叶 笋 线性 化 方法 ， 是 力学 中 经 常 要 
用 到 的 一 种 近似 方 活 。 经 线性 化 以 后 的 近似 模型 《一 种 理论 二 的 
质 象 》 是 做 线性 化 国学 系统 ， 或 简称 线性 系统 。 它 与 黄 实 情 冲 尖 
然 是 有 差 列 的 ， 但 在 平衡 位 置办 近 ( 即 一 0 附近 》 HAER, t 
福 化 应 后 的 动力 学 问题 从 数学 方 而 看 就 野 莘 单 得 多 了 。】 


4-4 二 维和 三 维 运动 


质点 的 运动 如 果 沉 要 两 个 独立 的 变量 来 描述， 则 称 为 二 维 运 
动 。 质 点 在 平面 上 的 自由 送 动 当然 是 二 维 运动 ， 被 限制 在 球面 圭 
的 质点 的 运动 也 是 二 维 运 动 。 质 点 在 空间 的 自由 运动 需要 三 个 独 
站 的 变量 来 描 迹 ， 它 是 三 维 送 动 。 自 由 挤 射 一 个 质点 时 ， 事 先 没 
有 限制 质点 一 定 在 哪 一 个 平面 内 运动 ， 对 它 的 描述 还 是 需要 三 个 
独立 的 变量 ， 扬 以 运动 是 三 维 的 。 人 在 初 位 置 和 初速 讼 给 定 以 后 ， 
如 例 4.2， 运 动 是 在 一 个 峭 定 平面 土 进行 的 ,在 此 基础 上 我 们 站 可 
以 把 它 化 成 为 二 维 运 动 来 处 理 . 

圭一 节 中 关于 解 动 力学 问题 的 一 般 步 又 ， 对 于 质点 的 二 维 或 
三 维 运 动 来 说 也 是 适用 的 ， 只 是 运动 微分 方程 及 初 条 件 都 要 复杂 
一 些 。 我 们 以 质点 在 焉 兽 上 的 运动 为 例 ， 来 说 明 一 般 的 解法 。 如 
果 选 用 家 角 坐 标 邓 ， 则 运动 微分 方程 可 以 号 成 


mx —F,, my Pi 


EREA EA EREA. REAR A 


FQ—F,G xy x, 
Fy,—Fy(,x,y,X,4). 
于 是 质点 的 运动 微分 方程 组 就 是 
216 


mx-—F,G, xg, x, 


m y EP (£,x y, X. 3D. 
xX 4-7; ER RE An EE EC RE x ORI v OO, GR BERE SANAR 


常数 ， 需 要 由 四 个 初 条 件 ， 即 :二 0 时 *,y,x 和 3 的 值 来 确定 。 

对 于 不 同 的 问题 ， 可 以 选取 不 同 的 坐标 系 ， 至 于 如 何 选择 合 
适 的 坐标 系 ， 这 要 债 手 研究 必要 的 例题 和 解 大 量 的 可 题 ， 熟 能 生 
巧 ， 才 能 取得 经 验 ， 

例 4.10 ”质量 为 入 的 质点 ， 受 到 固定 点 的 引力 的 作用 , 力 
的 夫 小 与 质点 到 国定 点 的 距离 成 正比 ， 上 比例 系数 Db Kk. Bait 
Bro GEHE ws， 求 质点 的 返 动 。 

L RE 取 ro 和 am 所 组 成 的 平 
面 为 Oxy 平面 ,项 点 取 在 国定 点 
O, yha 着 vo 的 方向 ，* 轴 与 
4:3ERED (图 4.17)。 于 是 运动 微分 


方程 为 
mx — —kx, 
my =— ky, 
HEA aA 
x (0) =f} COS Pop g4.i7 HNA 
gy(0)—r,sin pos 
x(0) =0, PO) =v» 
其 中 go 是 r5 apk dh E r 与 mm 之 间 夹 角 的 余 角 ， 它 
是 已 知 的 。 


这 个 方程 组 中 的 两 个 方程 都 很 再 别 ， 它 们 分 别 只 与 一 个 未 知 
aA, m E 与 上 节 中 质点 自由 气 动 方程 (44.4) 相似， 利用 傅 
4 的 结果 ， 立 着 得 出 
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X= COS Po COS wi, 
3 一 ro ein Po cos qt-- —-sin ets 
其 中 etm. TEE E A ERU xeu ELE M — A RINT, 


in JE ZR TE £6 48 1E o 使 ro 与 wo A a t Rp $9—7/2, 
别 质 点 的 运动 方程 为 


x-—ü, 
PA 
3 一 ro cos tt 二 -p Pm et. 
ARARE y DED. GEI PLUEIB UE AIR ER. 


TÉ I E HR 8 JR ALTE DR JL s b A 14 fF. 
WERN- 7E e TE SILET PE HEC s BATRE. F 


EEJ A 7; TEE 
m(p — pp?) — —kp, 
mp 9 -- 209) 一 0。 
Xy (FE 
pp 一 roy $ C0) — Put 
. . ty 
p(0) 一 如 sin $,, pi) zd ii Pos 


将 第 二 个 微分 方程 改写 成 


i d a de yL 
"5 dt G a )79. 
Hak, 4fnzHmATRSAIEPUITSEO 1 


pzp 一 ropu cos go。 


代 天 第 一 个 方程 ， 得 到 o 所 满足 的 微分 方程 
mi p 一 喜人 ran cos po ?! — — Kp, 
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— M M———!À—M—Á— rua À — 4€ — 


MB BERI p 与 + 的 关系 ， 同 样 可 以 得 到 Wü 迹 方 程 是 椭圆 的 结 
凤 。 显 和 然 ， 在 这 里 用 极 上 坐标 比 用 直 骨 坐标 要 复杂 得 包 。 | 

例 4.11 光滑 符 面 上 有 一 质量 为 名 的 小 球 已 ， 用 不 可 全 长 的 
强 子 与 另 一 小 球 电 相连 ， 避 
的 质量 是 Km. A TFE 
H.E B3 D 3L OO. E T 
OQ 部 分 £k Eb ASEAN 
(4.18. 初始 时 ,0P =a, 
P 点 的 速 谎 大 小 为 89a ， 
方 向 垂直 Of ,证 明 在 太一 8 
HAET HEJ XPK 
Aghi, P Hid BeXCBUUE 
离 可 以 达到 2a? ma4.18 HARET? Satar 

E ”这 里 有 两 个 质点 在 运动 ， 我 们 对 两 个 质点 分 天 处 理 。 
xP3ei 1245 EAS SR (0,0), e 自 某 一 圈定 方向 量 起 。 设 了 是 绳子 
的 张力 ， 则 了 点 的 运动 微分 方程 为 


mp --pph) = —T, C1) 


mi -ir D=o. (2) 
P QUÉ fud. = 轴 向 下 为 正 ， 它 的 运动 微分 方程 是 
km z —kmg—T, 
AFTREK, BiELDoc-c—CÉR2E HOW t RAAR A 
p +z =0, RAER 
km p —T'--&mg, (325 . 
dto) 积分 得 ss-—d BR. BÜORUBGUAR fb oa 时 ,有 py 一 
s 893， 由 此 定 出 常量 为 v 8g, FEH 
pp =v Bg, 
EAIA 
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++ 1 
mp 二 一 本 十 器 zi 


将 上 式 与 (3) 相 加 ， 清 去 未 知 量 工 ， 得 到 


+ B00 


T 3 
Gtk p= 9 — Kg, (4) 


ik Ro Bru ELI GA 7339. EER tf 一 0 RI. p—a. 所 以 
有 


bl, —G—l9/QG-4 D, 


因此 当 万 过 8 时 ， 5-50, HD OP 将 开始 噶 长 ， 或 说 口 将 开始 
isk 
为 要 回答 第 二 个 问题 ， 需 求 出 径 向 速度 的 关系 式 。 利 用 关系 
A + + * 
* _ pdp 1 dp) 


DOSE E 


RAU, SR HUBER 件 p 二 2 时 p 一 0 因为 初速 度 与 OP 
EE, RATH 


E (12r lp P= (ip Ko ga — kgo — Aa? g/p*, 


如果 24 是 已 离 孔 O 的 最 大 距离 。， 则 当 p 一 2a 时 应 有 p 一 0， 

HERFRA 
o= (42r k) ga — 2K ga— ga, 

由 此 解 得 无 一 3。 

在 这 对 例题 中 ,如 果 腔 用 直角 坐标 系 ,计算 就 要 麻烦 得 多 。 d 

例 4.12 设 拢 射 体 初速 为 v6。， 它 的 方向 与 水 下 E RE Aa 
(图 4.19); 空气 阻力 与 速度 平方 成 正比 ， 比 例 系 数 为 mk (比例 系 
数 只 要 写 一 个 量 就 可 以 ， 这 种 写法 Ee 是 为 了 以 后 的 计算 式 简 
化 ;。 求 抛射 体 的 轨迹 ， 
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图 4.39 AEN pes de d s 


解 ” 在 本 题 中 ， 采 用 本 性 方程 比较 简便 ， 

iR ££ fap ud ERA Aog n Bk ERRED 8( 正 号 代表 你 
B. AIRERA; CAE t 的 未 知 图 数 。 

切线 方向 的 方程 ma 一 :可 写成 


mn = —mgsin6--miu?, | C1) 
其 中 s 是 弧 长 。 法 线 方向 的 方程 man 一 Fn 可 写成 
mo ( — T) ma cos B, (2) 


式 中 揪 导 两 取 负 号 是 由 于 本 题 中 当 s 增 大 时 ，8 是 减 小 的 。 
TWMERODEBEELICOO, TH 
1 dv 


" de 89 


kv? 
g cos B* C3) 
这 是 一 个 只 涉及 8 和 v 的 微分 方程 。 RARR DAE: S4 U——Uo 
Bj; 6—a, HER Hi o 与 86 的 关系 。 


HAOD 改写 成 


. dt : Ua 
cos 8 dg ^ "sin ü= E 7 
k (v cos 85? 


d 
或 -g (0s 9)— gcos?ü * 


从 图 4.19 中 可 看 出 ,5 cos 9 SL AER SS BOSE BE dE x dd EUIS Us. 
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Bp s,-—vcos80, FLU, 为 变量 ,方程 为 
dv, Kus 


积分 靳 利用 初 条 人 忻 ， 得 
1 1 1 
一 到 | UP?cosiD  — TH 


k | sin ð sing tg( T+ 2) 


LL NEIN 一 一 一 一 -一 一 | (4) 
29g | cos*8 doa un | 


虽然 这 个 表述 式 很 药 ， 但 可 以 由 吐 解 出 v 与 9 URERA Bi 
JH v—9(9)3€ fS 3X. 


BA (2) 48 
dð _  gcosO 
"ds ^ p * 
do 上 dt — 1 dð 
因为 ds ^ dt ' ds v dt" 
4l EAH 
da gcos 
dt yo ? 
或 写成 
y C8) u 
= co m=i (5) 


Ry E paz 6D AEHIBS DC am” AEA (5) TRAY a EL 
求 出 日 与 上 的 关系 。 
JbsR. HARD, A 
1 


dx—v,dt—wVv cos  di= m $* (8) dà 


dy—v,dt—wv sin 8 di — 9 tg dd, 
HERA RE LORH xtA) FH yO), 
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HAN UNUS qo Rm na cn 


eere a j 


uds -| rtg 0 48, 


EBZ) RRR 9—98600 ICA 最 后 就 可 以 得 人 出神 射 体 的 运 
zh Jj €& x GO) NL y (OD, 

pjopirE3pdE Ede. AARTE b AIEA TR E PE CR. 在 县 
体 | 可 题 中， 通常 可 以 用 数值 方法 求 积分 。 

一 般 地 说 ， 如 果 阻 力 与 速度 的 关系 是 由 莉 数 (0) 给 出 的 ， 于 
Za C3 38 29 


de fn) 
dg "+ mocos de. 


(8) 


如 要 式 (6 ?可 以 积分 ， 上 面 所 赔 的 方法 就 是 普 台 适用 的 ， 在 历史 
上 ， 王 述 几 种 特区 情况 都 已 解雇 ，fD aut bv? CE. XP: 
fi) 2ev* (QN, 柏 努 利 ); f 00 一 Ga 二 Bo" GRRR). f) —cv" 
情况 的 解决 ， 当 然 人 包含 了 本 例题 人 n 一 2) HE); n=), Bof 
二 oy 的 情况 在 央 。 但 是 阻力 与 速度 一 次 万 成 比例 的 情形 ， 选 用 站 
角 举 标 条 较为 方 恒 ( 见 习题 4.32)。 | 

例 4.135 带电 粒子 在 均匀 磁场 中 的 运动 ” 设 粒子 的 质量 为 详 ， 
电 和 项 为 9， 沁 在 均 习 磁场 中 运动 (8 是 常 向 量 )， * EIE gm E 
HERED e(o, dRiEIRRESETTAn, 粒子 受到 的 力 是 下 二 42 Xx 是。 
在 不 计 重 力 的 情 襄 下 ， 粒 子 的 运动 微分 方程 是 

m 2? qvx B, 

REA coh B WA. HE BÉ 
(0,0, —8), x 轴 这 样 取 定 ， 使 得 初速 在 * LDRK. T 
是 运动 微分 方程 可 以 写成 

— y—ox, z—0, 
其 中 常量 b= 二 4Bim 
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利和 条 件 沟 ，t 一 0 时 ， _ . , 
To sos X20, yN ELW, 
在 上 面 的 微分 方程 中 将 x 和 看 成 新 的 变量 ， 由 前 两 个 方程 可 分 
别 得 到 关于 x 和 上 的 一 阶 微分 方程 ， 再 根据 初 条 件 即 可 解 得 
X sin ot, y—u coa wk, z=w, 
再 积分 一 次 可 得 粒子 的 运动 方程 为 


u 
X—Xxg— (1799890, 


H 
y —ysyd- Von ot, 


z— Et d. 

eu oe HS f r7; FER 

H IPEF RS 2h SA Je — IRE ER EA. 200, 其 速度 大 小 
voy Eg PH =F 十 经 一 加 《常量 ) ， 

粒子 的 运动 在 x-# "Emi Em pgE 
AE Sese [m] px xs. o 就 是 加 有 周 运 
zb) fui BE. fr rF, RR 
的 速度 分 量 是 不 变 的 。 如 果 一 开 
妇 孝 速 在 轴 方向 设 有 分 量 ， 那 
ZORLTGS EIE iE By SEE E RIXS 
动 。 如 果 一 开始 SE m 与 磁场 
强度 号 平行 ， 那 么 粒子 在 = 方向 
TES RE ER EU. | 


4-5 彻 积 分 和 守恒 定理 


JL E pit REL HER px ah 

WES =a 微分 方程 的 方法 来 研究 动力 学 问 
图 4.20 带电 粒子 在 均匀 磁场 中 的 运动 ” 题 ， 这 是 一 种 最 基 本 的 方法 。 但 
古 对 于 各 种 具体 问题 ， 解 出 微分 
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方程 有 有 许多 转 难 ， 而 且 实 际 上 有 许多 问题 并 不 需要 把 微分 方程 的 
解 完 全 求 出 ， 所 过 产生 丁 一 a EC 
和 下 一 节 将 讨论 其 中 常用 的 两 种 施法 。 

设 质 点 的 运动 微分 方程 为 小 


mx =F, (£,x,9,2,X,V9.2), 
my —FyG, X,Y,Z, x, yum), (4.9) 


mz =F, [ X,9, 2), 


它 的 解 是 


Xx Co LE, Cys e, Cg)» 


y —y(t, 0, t Ug). (4,105 


Z —EG,0,, 7,08), 
34 GL10)08 t kA tA 


LJ 
= (f.c..-,.04), 


— y (0,0, 7, 09), (4.11) 


s wc. H+ 


zo z (E, 04, *** , Cg) , 
AB oe7.06 是 积分 常 HR. 它们 由 初 条 件 确定 。 设 给 定 一 to 时 
ltr Fc B BER (o Jo» 79 和 速度 分 量 (xo, 如 ， z) 。 将 它 BAU. 10) 
$n (4.11) 得 到 

*rXo—X(Ég CL t9 Ca, 


goy— Cy 0. :06)s 


Z= (09,04, 09,09) 
LJ - (4,12) 
XQ X6,,0,, ** Cels 


YoY Clg €45 77 Cg) » 


EE 
Zy =Z tj: Cg, 08), 


(D XTAdH REX. AIARRA HERREY KaT ERU iod 
Ak EH HN. 
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Ed 2b SHE AS ERONTAURE HE Hr EAE dA or Hbf i, BELA 
相应 的 路 可 比 行列 式 应 满足 


9 (Xo, Mp, o, Xp, ELI fo) 4-0 
O (C, , 09, C5, C4 Cs, Cg) i 


BUE. AAAG. 12 PH ARLELZA ECCO 

€ m fk (gs Xo, Vo: Zos Xo: Yos Zo) (K—1,2,*,6), 
JAME PLAK (4.10) f GL 1D ARH 

Fa (t,x, 9,2, 2,9,2) Ok (K=1,2,"*,6)e (4.13) 


Igi 


f,x,y,m, x,y,z)—e 


形式 的 方程 ， 它 只 包含 变量 及 其 对 t 的 一 次 导数 ， 而 且 当 把 微分 
方程 (4. 引 的 解 (4.10) 和 代 玉 时 ， 不 论 对 于 哪 一 组 初 条 TE 都 是 满 是 
的 (当然 常量 + 的 数值 可 能 不 相同 ) , 则 此 方程 称 汰 微分 方程 (4.9) 
的 一 个 翻 积 分 (或 称 首 次 积分 ， 第 一 积分 ) . 式 (4.13) 给 出 了 专程 
(4.9) 的 大 个 动 积分。 如果 能 知道 所 有 六 个 币 积 分 ， 就 可 以 遂 寺 
代数 方法 解 旱 (4,10) 和 4.11)。 当 知道 一 个 初 积分 时 ， 可 以 使 方 
各 {4.9) BE— Er; 知道 两 个 初 积 分 ， 上 方程 降 两 阶 ， 全 次 类 推 。 所 
以 引用 初 积分 实际 上 是 一 种 隆 阶 法 。 初 积分 结 出 了 位 置 和 一 这 之 
闻 的 关 杀 ， 因 此 ， 衣 有 可能 利用 霜 积 分 直接 解答 动力 学 的 基 些 澡 
d. 

JB Ea D EMA mA hia GdE(IDPYE ER FA 
EA TRR 15 ARa E. ACDSECIBDCGH. SEE Br AA HH 
AmE HRE qz5 xh. züdARBORIBE REESE IS E RE 
一 起 ， 国 而 有 可 能 把 数学 技巧 与 物理 意 艾 巧妙 地 结合 起 来 。 XD 
下 面 将 讲 到 和 的 三 个 基本 定理 以 后 还 有 专 1 ] 的 意 节 来 计 论 ， 在 本 此 
中 只 是 初步 给 于 一 些 说 明 ， 市 且 较 多 地 从 初 积 分 的 角 诬 给 以 和解 
FE. 


z8b 


rA ————— Pr 


^ m c RR r 


质点 的 动量 积分 
质点 的 运动 微分 方程 可 以 写成 


d 
rA =F 


Ain F ETA, LÆRI t HEAS. Hp F-—FO,. T 
是 运动 微分 方程 可 写成 
d (mv) = F (t) dt, 
HEREHERE ot t aR, $4 


mo—mvo=| Fitydt, (4,14) 
5a 


其 中 四 是 质点 在 如 时 询 的 速度 ，" 是 上 NERIS SERE, 

从 微分 方程 的 角度 看 ， 是 r 的 一 阶 导数 ， 所 以 微分 方程 已 经 
由 原来 的 二 阶 向 量 方程 降 为 一 阶 了 。 实 际 上 是 三 个 一 阶 数量 微分 
为 程 ， 这 相当 于 硅 个 初 积分 。 从 数量 微分 方程 组 的 角 府 看 ， 共 寺 


降 了 三 阶 。 式 (4.14) 中 的 ma 是 质点 在 时 列 的 动量 ，| F(t 


ESHER F dE f B) £ xk EE B [Rl IR] P3 P3 Hg 0RER.— AAR 
{4.14) 具 有 明确 的 物理 窟 头 ， 它 称 为 陆 点 的 动量 定理 〈 或 称 冲 重 
ÆW, HEREA t A| ok RB ic EE 于 这 个 时 问 闻 
[e P3 PE FE JH JH op, 

WRTA A E H B EAR ERDF (OO YE x 7p p CHE fü fE 
WFE Buc EAST. 则 由 式 (4.14) 可 得 

ME a TZ Mi eta 

ZARRABE de x A B9 27r a A ea EvpiBA CT ED ALTE 
x HAMSTER. BE x Aah TE, AI Tur Zi Ee 
ABE. AvEÉSIEHLBSTA,. MaE HEE RNS 
到 三 个 初 积分 。 
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例 4.14 REAMER DAA vito düi ep. EtA 
Ta EDGE BE v. 页 :三 。 bx Cm n REAA va fj s. 《由 于 


嫉 担 过程 中 的 机 械 能 损 尖 ，V2 之 1)。 求 小 碌 对 地 面 的 浏 而 力 ， 


人 
EE 


i. 
Hi4.21 — ER ME SE HE B SE TES SET 


RERO UrmbisilCuEDPIEHBDIEAC.t2PgUd. AEE. ER 
受到 两 个 力 的 作用 ， 重 力 mg 年 站 向 下 ， 地 面 的 约束 力 N. Djj8 
bm kt, MURRE, N 的 反作用 力 就 是 所 求 的 小 球 对 
kamioi. Hx ox hA s 轴 如 图 4.21 所 示 。 因 为 22P.—0, BT 
以 在 x 方向 动量 守恒 ， 交 即便 可 写 出 一 个 初 积分 

mt, sin Ü,— mu, sin B... 
由 此 可 以 解 出 未知 量 0. MP o 所 以 必定 有 >be 

BRCLILAM dE y Jr ulum. E 


p (N — mg) di —mu, cos 0,— mv, 一 Cos 人 - 


Ah mg EER, N 是 随时 间 变 化 的 。 其 变化 规律 大 我 如 图 4.21 
"bie E]. SDN i EJ hta E Hi 


t-t $ 5 
N= Nos sin(; zs T2 bii. 
z 1 


其 中 Ns。z 是 六 的 最 天 信 。 那 么 如 的 冲 量 为 


T'z 2 š 
Ndt=—N a (fr—ti), 
1 7 
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代 关 动量 积分 式 ， 可 求 得 最 大 冲击 力 


Itn 


Na 3 1) 


[vo] v] sint, + U. cos 6, |+ 7s. 
frccbembfEDpHE TR, A 5. -是 一 个 很 小 的 最， 所 以 Nan 
要 比 mg 大 儿 个 数量 级 ， 因 击 我 们 可 以 对 磁 措 问题 作 适 P E 
这 将 在 以 后 设 专 节 来 讨论 。 如 果 NO 的 变化 不 EERS, m 
是 一 段 抛物 线 ， 由 此 求 出 的 Ne。 与 上 面 所 得 相差 无 几 。 只 是 将 
r/2 一 1.57 因子 换 成 3/2—1.5. TEE TRIS HT, 人们 首先 不 闪 
的 是 冲击 力 的 数量 级 ,从 这 个 角 府 看 ,两 者 就 深 有 多 大 差别 了 。 l 


kkk TEMA NOTAE No Baur bubibü /2 和 
3/2 WRA Nand NS. Kk% 


JR sa8gzh- RR Re 


früP SER. 324005038 HF ROB mo(F) 二 rx 下 ， 
其 中 r+ 是 下 作用 点 的 向 径 ， 类 似 地 ， 我 们 把 质点 的 动量 me 对 一 


AO MEEL 
G-—rxmv, 
MARAR O ARHAR. KAE Ht r 是 点 口 到 质点 的 向 


我 们 现在 推演 动量 矩 GS EISE JR] 6 BS Sr, 
IM e (rx m») — T x mer x- Ge), 
因为 arz4 一 sp， 所 以 第 一 项 为 零 。 根 据 牛 顿 第 二 定律 ， 第 二 项 
rx- (mo) =rx (EFE trx F), 
xk HUS Gr x 下 ) 是 作用 于 质点 上 的 力 对 O 点 的 主 惩 。 因 而 
289 
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J.-L, (4,15) 

Xk Bb RU IDERXEGETH. AAD RDABBU CE [LR ARCT [EUH 7] 

BG EAE. ABE EE XE DIG d x P USE e [8] — I7 5$ OEGDO XII, 

和 动量 守恒 查 优 ， 可 以 导出 动量 矩 字 恒 的 条 件 。 如 果 作 用 刀 

对 某 一 轴 的 扎 恒 等 于 寺 ， 则 动量 矩 在 这 个 畏 上 的 投影 守 乌 ， 或 说 

对 这 个 轴 的 动量 矩 守 重 ， 这 也 就 得 到 了 运动 微分 方程 的 一 个 初 积 

分 。 如 果 作 用 力 对 点 的 短 恒 等 于 需 ， 则 动量 拨 向 量 守 恒 ， 即 G— 

党 向量 ， 这 代表 运动 微分 方程 有 了 三 个 初 积分 。 用 直角 上 坐标 表示 
就 是 ， 如 归 作 才 力 对 x pR DOE. RD 


Pm. ur =Ü, 
bp 


G,—G . k-xGng) —y (mx) 二 常量 ， 
或 
xy gx 一 常量 ， 


这 就 是 一 个 初 积分 ， 如 果 如 mo(f) 二 0， 吐 么 可 以 由 动 HEMBST TH 
定 建 得 出 三 个 初 积分 : 


+ 


* - = ph * 
Xy— PXC gz—Zy-—"Us$ XEX—XZ-—Us.. 


其 中 常量 Cot: HURAE. 

直角 坐标 形式 的 动量 寻 守 恒定 理 ， 下 观 上 不 容易 理解 ， 因 此 
我 们 换 一 种 方式 来 过 论 。 设 一 个 质点 对 某 一 点 口 的 动量 矩 宁 恒 ， 
Bl rox (nz) 旦 常 向 是 ， 将 这 个 向 量 证 作 Go。 禄 据 向 Ht 六 乘 的 性 
质 ，* 必须 始终 与 党 向量 Go 垂直 ， 因 此 质点 必 在 过 口 点 并 与 6o 
二 直 的 平面 内 运动 。 所 以 由 动 最 扎 守 恒定 理 得 出 的 第 一 个 结论 
是 ， 质 点 的 运动 轨迹 是 一 条 村 面 曲 线 。 我 们 在 此 平面 内 取 极 党 
标 系 ， 原 点 取 在 DO 点 (图 4.22)。 根 据 适 动 学 的 结果 ， 不 难 算出 
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n———À —— rr a a ar 


maim AERE C9 m d 


(G|]— Ir x mol =°] e, 
其 中 o, ERARE pr. i a 
JA F TE Æ I 


pzy 一 常量 。 

在 运动 学 中 已 知道 ptg 就 是 向 
径 在 单位 时 间 内 扫 过 的 面积 ， 即 面积 
速 座 ( 图 2,29)。 所 以 由 动量 给 守恒 定 
理 得 出 的 第 二 个 结论 是 ， 苟 积 速 度 是 图 #.22 ch NES rm, MA 
常量 。 从 数学 上 说 ， 同 样 是 求 出 初 AE E 
积分 ， 但 在 这 里 用 极 坐 标 比 用 得 角 坐 标 在 将 观 上 要 明确 得 多， 
在 解 各 种 具体 的 力学 问题 时 ， 我 们 应 该 十 分 重视 坐标 柔 选取 的 技 
35. 

例 4.15 “日 Tr Zt 
£^ 地球 绕 太阳 返 动 
的 轨道 是 一 椭 辆 ， 太 阳 
在 椭 回 的 一 个 态 虚 口 
上 ,我 们 将 要 在 4-7 中 出 
HESR TERE 
导 旧 这 一 结果 . 

在 等 至 前 后 ,地球 
在 元 处 (图 4.23) ; BECK 
阳 最 近 。 而 在 夏至 前 
后 ， 地 球 在 吾 处 ， 癌 太阳 最 远 ， 地 球 受 到 的 力 是 太阴 的 引力 ， 比 
HAOR CKD ARS, PBHUEMEXRÉUGUELAR E AR. HD 
mr, OA —mvg + OB, 
pij OA OB, PL oaoa. in MERRER E 中 左右 两 
捧 有 并 线 的 面积 ， 表 示 辐 样 一 个 时 间 间 隔 内 (比如 说 一 天 》 向 径 
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扫 过 的 面积 ， 这 两 块 面积 相等 ,因而 4 处 的 弧 要 比 互 AbRUSEK, 
即 地 球 在 符 天 走 得 快 ， 在 夏天 走 得 慢 。 和 如 从 地 球 上 姥 ， 好 象 太阳 
CHO 的 运动 《 行 》 有 快慢 (下 缩 ;。 我 国 南北 朝 时 (公元 530 年 
前 后 ) 张 子 避 在 海岛 上 用 辆 管 弄 天 ， 观 测 了 三 十 年 后 发 现 了 这 个 
“日 行 发 缩 ” 的 规律 。 当 然 , 当时 他 不 知道 地 球 绕 着 太阴 走 的 “日 
心 说 ?， 也 不 知道 动量 睹 守恒 定理 ， 所 以 无 从 解释 其 原因 。 | 


质点 的 能 量 积分 

设 质 点 沿 x 轴 运动 ， 而 且 慨 到 的 力 涪 之 轴 ， 力 的 天 小 只 与 位 
EDE TESIRI HETEK 
] mx —F), 

在 这 种 情况 下 ， 如 果 Fo) 是 可 积 面 数 ， 则 很 容易 找 出 一 个 
初 积分 。 将 上 式 改 每 成 


mxdx =F (x) dx, 


IRIE: 4 i= Hf, x—) x 二 V6。 HEIA f— f, F] 


EEA $ 积分 
r mxdk = z F(x) dx 
ka To 
或 写成 
l t 1 astal 二 Gd i (å 16) 
P nee dU Dies a x)dx, ,16 


其 中 mv2/2 和 mv?3/2 表示 质点 在 土 和 如 时 到 的 动能 。 定 义 力 工 
与 位 移 dr 的 点 积 下 ，dr 为 该 力 所 作 的 元 功 。 在 目前 情况 于 ,质点 
的 位 移 是 dxi, Jj Pi, BREAJIBRIEBUGOIAJGE Fdz 。 当 质点 从 
xo 移动 到 x 时 ， 力 所作 的 总 功 就 是 式 (4.16) 右边 的 RER, 
3€ (4,16) 所 包 食 的 物理 内 容 称 为 质点 的 动能 定理 ， 质 点 动能 的 改 
变 县 等 于 外 力 所 作 的 功 。 

án HARER, a 
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(o eh H e 


[F (xydx= -V (Gy. 


V 称 汶 势能 全 ， 所 以 式 (4.16) 就 可 以 写成 
-> "mut —dimoi-V Go) —V ix} 
或 写成 


losa) = mo} +V os). (4.17) 


ZH 


质点 动能 和 势能 之 和 称 为 质点 的 机 械 能 。 式 (4.17) 表 示 ， 质 点 性 
xu xut SLE S UAE) ARALARREN ROBLARSE SS. 3X 
就 是 一 维 情 况 下 的 机 械 能 守恒 定理 。 式 (4.17) 是 运动 微分 方程 的 
一 个 初 积 分 

不 难 把 一 维 的 结果 推广 到 一 般 的 三 锥 情况 。 设 力 下 只 与 位 
苇 * 有 有关， 以 直角 坐标 为 例 ，F 只 是 xX,y,* 的 函数 。 如 果 存 在 一 
A A Ag A ea V yD, 它 与 力 的 关系 是 


We F ——gradV 2, (4.18) 


满足 关系 式 (4.18) 88 7) F Up fcd $923 SUUR Sp 22. V Go y 20 EE 
势能 。 当 质点 作 位 移 dr 时 ， 力 所 作 的 元 功 AGE -dr. indt 
NERTI., WA 


F . dr—F,dx+ Fydy+ F,dz 


ov 9v 
z - (a dx dx 十 gy, * agde) = 一 — dV, 


EE LAIT ERGRRLELIIELIDLLMEPPRLREILM 的 主 LLLA 
FEET LEREEERLLIMESJTUECLIACLTETIGADLMELIEILI 
EAEE. VOOWLIEPSEBIEM. 
aV 
ay 


F v . 
D 梯度 gradr = + i+ Ne ERER Fi —TEÉENMZ 
Fy(z,y,2):2 — OV /àz, Fyle, Yz} 9 — aV f/ay, FL(z,y,t) = ~ aVat, 
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HEF dr 是 一 个 到 微分。 在 这 
种 情况 下 ,如果 质 点 从 点 Malas 
Jom Fii e REGE AR LEE L 
$E 338 M (xy x) (图 4.24) , M] 
为 Ff APERADA 


f Fedra z| — dV 
向 上 1H 


=V (Xo. yo, Zo) 


gel 4d 


—V(X,y.z), 
(4,19) 


质点 三 维 运动 的 方程 是 { 
dv 


图 4.34 dri cog mg 


LIII m uh, 


两 边 分 别 点 乘 尔 个 恒 黎 的 重 ad 和 dr， 得 
mo 一 (4,20) 
等 式 友 边 是 ma do =d (也 me), MARRAS, E R 有 边 是 
AF idm. 
335, (4,20) JA to OX AAMER DE IE 23 (xo 9o. 09 , 3E HE 2 vn 
到 上 (相应 于 位 转 (z,y,z) 2E BE 0) 求 积 分 ， 就 得 到 
domue- L mog V Ge. Mos) — V GG9 2), l 
zk ES 
T moV oy m pmi V Gusto. (4.21) 


等 式 右 边 是 常量 , 记 作 上 , 疏 示 系统 的 总 机 械 能 。 在 得 出 式 (4.21) 
的 过 程 中 ， 已 经 用 到 条 件 (4.18) 和 式 (4.19) 的 结果 。 所 以 式 


GONE T EEIICMELILILTICLIXRE EUM LAE LEE 是 一 个 全 
Er Bde T —-xouihdkd m. Nu pu RR EUR PEEEEnE, AUS REE 
dx. gruppe. 
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p TT 


Nu ! 


Cd.2D) 的 物理 意 必 就 居 质 点 的 机 械 能 尝 恒 定理， 在 只 有 保 字 力作 
用 的 情况 下， 质点 的 机 棋 能 守住 。 式 (4.21) 是 三 维 情 沈 下 的 一 个 
X) ER £F. dix OL LIT) 
是 它 的 特例 。 

例 4.16 im Ea 
X m tini4.25Bpm. 
PR Ar TAS ICE: 3 25 Lg 


EA 
竹 系 数 均 为 下 。 质 点 的 e Yy 
RRAN SERER AN E F : 
WE. +E Hr 
平面 上 。 A 与 召 两 点 固 Beh 


定 不 动 , 4B 一 2a,a>l 0, SANT ed Y 
用 能 量 积分 方法 求 出 质 Uo» d 
BERGE BI E EAR o d 
zih HE. i300 $a) Widr MENIRE 
A pm AB, (2) 手动 方 
向 惟 和 下 于 AB, 

MR Gu ox AB, AARSE, EATE AB hhe s 轴 在 水 平 
Bi P. agii T AB, 

Wititi G). MATRA (EUH D’, E i 是 下 ;和 
Fa RADJE: AHRR 

F.FQ..idpF..i—k(ia—x—li)--K(iaqtx—ld-—-—2kx, 
HAE x 六 向 运动 所 以 一 0。 质 点 的 势能 为 

V --[F. dx zc 2o dx=k x*-V,, 


其 中 Vo EBI AR, PUARO TE LUC Ue ood e oo 3 9 16 77 -BD 
当 z 一 0 时，V 二 0。 由 此 可 定 出 积分 常数 V AR. 
根据 机 械 能 守恒 定理 有 
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I m? oke—EGRED. 


HAMATA A HOHER S= AR E EMA R e AE yL dt 


EE, HE 
能 常量 
AA E AX RT HEX 


Tas E-en egy el xh. 
m Y m 


质点 从 < 二 0 运动 到 x 一 4, 所 需 时 间 是 周期 了 的 四 分 之 一 ， 
P3 it 4 E XA dt-dxj/ x, 就 可 得 到 


A dx ^ 
uu 2k VAS x? 


BN NE. ii 7E / Hi 
2 | are sing | Ec -一 
/ Pi A Ja Z zkK 


所 以 振动 周期 为 


一 结果 与 求解 运动 微分 方程 所 得 的 结果 是 一 长 的 。 
下 看 讨论 情况 (2) , 却 质 点 沿 # 轴 方向 的 振动 。 当 质点 在 # 方 
Hga AAEE G+, 弹簧 的 拉力 大 小 是 
FP Bk aty —l, 


E ME 9 方向 的 投影 是 | 
Fay Fyni atty" —I) (-—9/ vatt y? 2 
kły 
= kyt Ey 


Br ELI ARTE 9 Jy E B SE BU SEE 7 E 


N l 2kly 
Fy= Fay Fu Hn Zug gre 


势能 是 
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Bl A ARI PE da Pr RR RD ee ema 


V Go 一 f ( 2ky— E. Jay 


-= ky" = Ikl aa y3) 17? kla, 
TELL E TF 3 HB E £5 7H 33 THERME fE 29 99 SERE TRE 5 08 ZR FE, 
根据 与 x 方向 振动 的 同样 理由 ， 可 以 计算 周期 


dies sy f ANANT , 


EX PRRI LET. 一 般 地 与 振幅 4 的 大 小 有 关 。 将 V Gn 
的 表述 式 代 大 上 式 ， 就 可 算出 周期 了 ， 但 运算 比较 复杂 。 因 为 按 
TAEZ ESTE d EAE, BD s ts A WS Eh B. AERDAA 
EIEEE Gu V GO RRR RSO HE GI ET Rm. tE 


Vane k(1—). 


"i vaski, 
RA THRI A, Fj 


UE 3 Ry wr (An gn =ar aca 


—— ài m aa 
Jr hb, 振动 周期 很 大 。a 越 大 GLR ia Aah, 
[B E RIS CY x 方向 的 振动 周期 2-9 m/2k., ] 
例 4.17 用 能 量 积分 的 方法 讨论 例 4.5( 图 4.8) 。 
解 ” 初速 垂直 向 上 ， 则 质点 是 一 维 运动 。 质 点 所 受 的 地 心 引 
DA 
F = —imngR*/x*. 
RERED, HAE S 
V(x)c—mgRi/x», 
BRDLfETE S 435 
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1 * R* 1 
iren 2 — À e— 2 
9 mx? mg -o = ;""$-—mgR, 


为 了 求 出 可 能 达到 的 最 高 点 ， 雇 x 二 R+ 晶 ，* 二 0 RAE 
S. HH H 48 


这 与 例 4.5 中 的 结果 一 样 。 

为 了 求 出 远 授 速度 , , 只 要 将 x->co，* -*0 代 文 能 景 租 分 表 
达 式 ， 便 可 得 相应 的 初速 为 Uw 一 25 及 。 捍 有 ,如 果 vil29R,.WN 
未 存在 能 使 x* 成 为 需 的 正 x 慎 ， 这 是 因为 
| x?c-vi—2gR4 2mgR*/x 0, 
达 喜 回答 了 例 4.5 RANEH. Wk TAARE, E 
WORA- dein AEGR 

.如 果 从 地 面 担 出 的 初速 不 是 既 交 向 上 的 ， 则 质点 的 运动 将 不 
是 一 维 的 。 我 们 项 在 计算 此 时 的 逃 换 速 弃 。 质 点 受到 的 引力 是 


/ 
H[ELUEuE, HERE $REEYeIAGSGR 
V (r) ——mgR"'/r, 
式 中 + Er, rrea, A 
ov J / mgR?* X  mgR? Dr mg Rt 
m 3 T ]- xs 


dx SO dx p 
它 正好 是 一 fs。 同 理 可 以 验证 


ov av 
u—-—Fy, tus F 


好 5| 力 是 保守 力 ， 根 据 机 械 能 守 异 定理 ， 可 以 得 到 一 个 初 积分 ， 
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—— Licaic ee a y G 


"pALkARIAECRÉU EG. RR FRATE A SERE. 
TRH AEE, ABIE, BAERE: Ci 
质 虑 趋向 无 穷 远 之 前 ,其 动能 不 应 为 车 。 即 如 果 合 了 一 ce ,相应 地 


(mgRt/r) -0 (AEREA, GAG >, Hid 
出 条 件 


mv —mgRzo, 


Hc4ETEULBITUSEGRADRRT29R ， 质 点 可能 运动 到 无 穷 远 处 。 
这 和 垂直 上 抽 时 得 出 的 结果 是 完全 一 样 的 。【 

例 4.18 设 单 摆 的 摆 狂 质量 为 m RKA L 择 锤 由 一 轻 质 刚 
杆 (质量 忽略 不 计 》 与 辕 定 支点 连接 :， 并 可 在 竖 直 平面 内 自 ME 
动 (图 4.16) 。 应 用 初 积分 求 单 摆 的 运动 周期 。 

解 ” 把 握 锤 当 作 一 个 质点 处 理 。 它 受到 两 个 力 的 作用 ， 邑 杆 
欧 作 用 力 和 重力 fag， 杆 的 作用 力 在 运动 过 程 中 不 作 式 ,重力 是 你 
定 力 。 以 悬挂 点 的 高 度 作 为 重力 势能 的 渤 点 ， 则 质点 的 势能 为 

V (9) = -— mgl cosp, 
Jc dx pe i PE sb Bio] «1, FERE V 近 dE? —mot(1— 


91/2) .质点 的 动能 A mp 根据 负 械 能 守恒 定理 ,能 量 初 积分 
是 


二 mg 一 mgi(1 一 与) 二 常量 ， 
显然 ， 加 果 把 这 个 初 积分 对 时 间 t 求 导 ， 我 们 就 回 到 了 微 幅 控 动 
的 微分 方程 ， 即 


p + (og/D o0, 
因而 单 摆 微 幅 振 动 的 周期 为 
了 To 一 2T yig. 
当 捍 动 比较 大 上 时， 能 晤 积分 为 
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ims $? — mg! cos p—£., 


BRIEY A(<x)， 即 当 w 一 4 时 ， 一 0。 于 是 定 出 常量 三 
—mgl cos A, Jt ABE BUBL MRY 


Lun p? —mgi (cos p— tos AJ, 


解 得 和 = 士 F (cos pcos Å) 。 
振动 周期 为 
E de 
pays] vens ce 
上 趟 飞 可 化 成 


Th 


sint ^. — sia? E 
XX 8H 4r TERDA RHR, ER ELIERE BEBE — 3E 
EE En Fai 
4 K—sin(A/2) Seb , u—sin £ sin A A 


mms "PRAES UP 
C £Fsn(A/2)0 7 zk — 


/I aa 
7=4 可 ,了 (Q=?) (1 — Kn)" 
这 个 积分 对 于 不同 的 皖 幅 4 OA Ko 可 由 梢 圆 积 分 表 查 出 数值 解 
F. ETARE A ETIA. ER k ARBER RB 
(1— Xu) TE itike È Bt "y 


最 后 可 得 


于 是 
300 
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1 = Wi 42 4.1 " 
an i 一- To X ED ek ja 


fien 


Pa = —ġ? 4 ESE 
“F sztk t -Jp kt 
—- cr Pa l z E ~d T 
=ar y cupo pec Ue ) 
XpACUDPXROKBUE4E OA. 有 
— E 
xd ud i 48 * 
ix H 
-—-B 1 
pus e » (1+ Ta — A8 —— At). 


F 1.1 £6 di Tos eb dU ASA PR I8) P M XE IR BS X 


DET pt js ET r nr” | 5 8 t 
g7 | oO.unenp 1.ü060DC E | m I.0000 B i 1.0000. 
(aat 5 — p.083 [ AGOE | T RN | nones 
| 10° | 0.1745 | 1.00189 | | 1.94018 Mb! | 1.00125 
20° | 0.3421 | 1.9076 | 0077 — | 1.0077 
(4 | 0.6081 — rens | | 1.0318 ^! 1.0818 


0732 


A——————————————  PPáw-— 。 
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择 幅 周期 7 JS RCRME 周 期 To 一 2rW/ 二 之 比值 ， 从 中 可 以 看 出 ， 


当 摆 幅 为 90 "时 ， 用 微 幅 振动 公式 的 误 盖 为 18 听 ,用 公式 T/T 二 
1r A'/16 HB 3€ 2E 34 396. mi MATT =+ A+ 
115/3072 时 的 误差 不 到 1%。 | 


£ 


4-6 AFEFE 


在 微分 方程 的 求解 中 ， 我 们 可 以 选用 新 的 变量 ， 使 得 微分 方 
程 降 阶 。 一 种 常用 的 办 法 是 把 速 库 当 作 新 变量 。 俏 如 ， 在 过 论 质 


点 的 一 维 运动 时 ， 设 作用 于 质点 上 的 合力 仅仅 是 位 置 与 速度 的 汕 


数 ， 则 运动 微分 方程 是 。 

mx —Fiüx, XJ. 
把 x 当 作 一 个 新 的 变量 ， 兰 记 为 (这 里 ， 是 代数 量 ， 可 以 取 负 
JÈ), x H[23 


t dx d 
x= *Ud o de 
P3 c Bi 73 ER CD. iic Ej A 
dv . 
mv- =F ix, 0), (4,22) 


式 (4.22) 是 上 与 x 的 一 阶 微 分 方程 .把 x ERGE, o SES e 
bs ORA “i” DERRATE [长度]) ， 则 x-v 些 标 平面 就 叫做 
EFE MAZER EEE TRSEHEO 对 应 于 和 相 
7E EBS—^4- A, MPPEJHER. EA EAR E x, o GRAAE 
HEAR A a RA — Er itr 7503 (4 22») 8 — FR, 
OR T AKAHBAEg EBD EPBRÉS-— e mLSEGEEADE. d 
过 对 相 平 面 上 相 轨 迹 的 分 析 ， 可 以 了 解 质点 的 某 些 运动 特征 。 相 
平面 方法 的 优点 是 几何 直观 性 强 。 在 保守 力作 用 的 情况 下 ， 能 量 
Bi E IERI T x 与 的 关系 ， 了 所 以 机 械 能 字模 定理 与 相 平 面 
方法 有 窗 切 的 联系 ， 这 就 有 可 能 把 物理 定理 与 几何 将 观 结合 起 
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ri E pa r 


来 ,以 研究 某 些 动力 学 问题 。 相 平面 方 检 在 一 维和 运动 中 比较 实用 ， 
其 饼 点 是 在 多 维 的 情况 下 虽然 也 能 推广 ， 但 实用 性 上 比较 姜 。 丁 忆 
只 讨论 一 维 的 情况 。 相 平面 《或 相 空 间 ) 方法 在 振动 理论 及 统计 
物理 中 条 用 得 比较 凶 。 

例 4.19 无阻 中 质量 弹 黄 系统 的 相 罗 迹 。 

系统 的 运动 微分 方程 是 


mx =— ky, (1) 
WARE CHO OS xx. X 二 vo。 
中 | 大 新 变 E vs—x, JEDKE 


dv Wx 
FE C2) 


其 中 owt—Kk/m. kA ira Jj Ea a tE M rcr gH, 
v 一 ww。 在 相 平 下 上 (图 4.26》 这 但 初 条 件 对 应 于 一 个 点 了 Po, 其 化 
标 是 {xo,v0) 。 随 着 时 闻 的 载 
加 ， 质 点 的 位 置 与 速度 发 生 
变化 面 此 相应 的 相 点 " 
P(x,v) 就 在 相 平 面 上 移动 ， 
移动 的 规律 应 满足 方程 .2)。 

方程 (2) 的 通 解 是 

viq.gxf—36. (23) 
TE RHF GI E89 AHN, 
H TAEA EG. Uo, 
EMRS TE NÉ v? Eu), H4.26 — EH JE HE H FE 
得 到 方程 (2) 的 一 个 特 解 
v? 4- q?x?-— v3 4 u?x?. 

xk JE — A8 £2 1 rktdH ga Pocxo, vor WIMAN ER. uA IH XU, 
相 点 在 P. b. ERRES iu HAAS REE 线 ， 顺 着 箭头 所 示 
的 方向 移动 。 因 为 在 相 平 面 的 上 补 平 面 >, Wee Ey e ia H 
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jn. xim. AURRIA., BZ ETEF. HALE 
是 封闭 粗 钱 表示 质点 的 适 动 是 周期 运动 。 相 点 行 至 精 贺 轨 线 与 横 
尘 标 四 交点 时 ,po 一 0 项 实 质点 此 时 位 称 达 到 最 大 值 。 因 此 , 比 时 的 
1x| 值 (图 4.26 中 禄 加 的 牢 长 轴 ) 就 是 质点 的 振幅 。 不 同 的 者 条件 ， 
对 应 不 同 的 椭 园 胃 线 , 翌 而 对 应 不 同 的 振幅 ， 使 方程 (2) 分子 与 分 
母 同 时 为 零 的 点 是 原点 (0,0)， 此 时 项 实质 点 所 受 的 作用 力 为 需 ， 
所 以 斩 速 度 为 零 。， 同 时 录放 为 需 。 所 以 相 平面 上 的 原点 对 应 于 质 
点 的 平衡 位 置 。 按 常 微分 方程 理论 ， 方 程 (2) 给 定 了 相 平 面 上 的 
任意 点 的 积分 曲线 (就 是 相 轨 迹 》 的 和 匀 率 。 因 此 通过 相 平 面 上 的 
任意 点 ， 只 能 有 一 条 积分 曲线 ,但 是 癌 时 使 (2) 式 分 子 与 分 母 为 老 
的 点 除外 ,这样 的 点 吓 散 奇 点 。 奇 点 与 质点 的 平衡 状态 相对 应 。 | 
例 4.20 IAE E OE 3E ecd d EL. 


系统 的 运动 微分 方程 是 
mx -—-—kx—ex, 
g| A V=; TEREA 
dv — wx 十 2719 
dx T U , 


其 中 o=k/m,n=e/2m, 
我 们 只 讨论 小 阻尼 情况 ， 肥 9<w 的 情况 (n>w 的 情况 可 以 
ER taita. BEARS AAHAS fi 28 
tnx . 
tog X } 


t+ 2npbxJ- wace exp(2-5-aro tg 
g 


其 中 exp Ct") 代表 (…) ARRE. oaen, CRRA, 
AAAA. 不 同 的 C EtA eE R E 
ik (4.27). XIF E ninm yx xosvo) 有 ME—- M +a B 
xL. HARHA EDE MER ECECICA OA GE WR GG BUE e 

O E paT. CICER RETLIILDLSRE IIT TEARRE 
Bpyg n S dE RU E GER h. 
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zh. BiEd4.27 b HB E ACEEEH MAREE, 无 数 次 经 过 平衡 位 
E, IRE Eh, 最 后 赵 商 于 平衡 状态 。 
我 们 可 以 利用 丁 4.26 各 图 4.27 的 对 上 比 来 说 明 阻尼 对 店 由 振 


动 锡 有 影响。 将 图 4.27 中 基 一 条 轨 线 与 图 4.26 rb dá LE mi TE x2 
(F4.28), | 


图 4.27 有 阻尼 情况 的 相 平 吾 国 图 4.28 A Ei JE. Fr s LJ Pr E 


HEADS EE 
0 二 wx? 二 常量 。 
而 质点 的 总 宙 秘 能 是 
—Àm (v? -r o?x*). 
EHIE ARRAES. dm Ec Ec, 则 对 应 的 
HA EE AnE 4.28 所 示 。 
EAS EOLIE. ARED R LS Lb RE (2 
然 是 E— mone utet, (REDE SL IG SE LC RE 


iE dv dx 
^" dt tots g) 


IH o5- 2 — — ets 2nv, o cn AA EX 


dE 
Ns E z 
dt A2nnu* x0, 


uf. BR T Ódpv-—OfL, dE)dt AbT. DORRTEJHOBIB E, 9E 
旋 线 除了 上 在 * 轴 上 SSE ERAH Dt Jea nep MORIR. 
和 牙 侧 处 向 内 制 。 这 祥 ， 阻 尼 振 动 时 机 械 能 不 断 城 少 的 这 个 物理 蛙 
征 可 以 在 相 平 面 皇 用 几何 图 形 充 分 表示 出 来 。 | 
下 面 三 用 租 茸 面 广 法 讨论 在 保 宁 力作 用 上 质点 的 平衡 位 二 及 
其 稳定 性 . 
谈 质 最 为 机 的 质点 沿 圭 线 x 运 动 时 , 受 香 字 力 的 作用 ,VY cO 
Wipe HpF—-V'Gooid xkWpxesbfe j£ 
mx-—y' (x), 
能 量 积 分 为 
Lmv} V on = 


A E PER 75$. 

证 势能 Y 与 位 证 xh gn 图 4.29(a) 所 示 ， 对 于 不 同 的 万 
做 ， 即 号 ,EasyEs5， 租 应 的 相 平 机 上 的 轨 还 分 布 如 图 4.29(b) 
PE. JEn, APER E= E, 和 曲线 VY OO dH E xaa, b, e — Ab. 
当 esx Bp. DR xzecdBh. pori H EMAS E 


2 
v= aV BQ,—V (X), 


式 中 正 或 负 导 开明 , HHELEDOSOT x Üh ds POSTRE, AAE a,b, e 
处 ,了 三 Es， 所 以 有 2 一 0。 在 2<x<2 和 xx<a 的 范围 内 因为 
VIE. 潭 应 的 "没有 实数 解 ， 记 以 在 此 范围 内 不 可 能 有 相应 的 
相 轨 迹 。 

ix V'o —0 HE £,0, 8... PAUL IST EON. x HuxXk 些 值 时 
V OO HBER ELA EER AGERE EE, MEATA ere D ELDSERU 
力 为 堆 ， 所 以 它们 是 盏 衡 位 置 。 可 以 分 析出 这 三 个 平衡 位 置 的 性 
MEAR. TEE V 取 概 小 德 的 x 一 总 点 附近 ， 质 点 如 在 EaR 
4B. igk Veo dE JJ F—-—V'ooidgllEs 反之， 过 点 如 
TE Š ARADI MD F JRA AR. RERA Du BÉ i T 
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FHE, pF 总 是 力图 把 它 拉 回来 。 所 以 称 这 个 位 起 为 稳定 
的 平衡 位 杜 ， 对 于 x 一 如 这 个 平衡 位 置 ， 质 点 不 管 偏离 在 它 的 嘱 


aE Vis) 


ma.29 ATEM OF OeGLATHP 


一 边 ， 力 所 监 是 把 它 更 加 扒 开 , 所 以 称 为 不 稳定 的 平生 位置 。 至 
于 x 二 8 这 个 平衡 位 盘 ， 向 左 仿 离 时 所 受 力 的 指向 象 不 稳定 的 情 
JE. mipudiü ESI BISEJ)SCSRGETSOEBRU. PMAR EIPRE BUD 
WERE dLRCTUPAGEXK COS. B2: Ma II WaR E 
Br SEU E ERER F f DEDE. iA AK E A EXISTE DAT ZB 
位 置 是 不 稳定 的 平衡 位 置 。 对 于 不 稳定 的 平衡 位 置 ， 只 要 稍微 有 
一 些 干扰 GAER IRIE E AS RETER, ， 使 质点 稍 有 仿 痪 ,那么 
ARRAREN EA REDIRET. WEAR REN 
下 衡 二 能 在 物理 上 得 到 实现 ， 
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现在 研究 稳定 平衡 位 芙 
附近 质点 运动 的 性 质 。 E 
V (x5 fg x-—£ xs XJ £2 ^]- fü 
Vai 因为 动能 不 能 是 仙 
i FESR 点 YE X—E B 

” 近 运 动 时 ， 共 总 能 有 量 不 能 
小 于 V sins 当 疆 定 质 点 一 
个 官位 置 xo. MIERE velge 
NEN — ^ Ef. XE VG) 
Bi£& PE] E.fE— E $7 £& AB, 
A ox HA XE (4.30), 
在 任意 位 置 x 有 


mE—V (x), 


图 4.39 MEFA i ET D DE SH 


其 大 小 如 图 中 所 示 ， 寺 是 质点 运动 内 能 限于 x 和 x 之 则 ,Xl für, 
Æ E—V(x)-—0B9A- AR. TE x«x. d xx. 的 范围 内 ,动能 将 上 由 
现 负 值 ， 这 是 不 可 能 的 。 质 点 运动 所 对 应 的 相 轨 迹 是 一 条 封闭 出 
线 ， 这 说 明 只 要 质点 稍微 偏离 平 知 位 置 ， 就 会 在 它 附近 作 周 期 拨 
zh. İR zhi p EDDA 


T (dx _ TIT» dx 
r-jp x 2m | yaa. (4.23) 


ma c4 ECESCRPOBCECRODOR BOMCTLEDME-E-MEE E M Es 
zb. BWDspmEGPGpEDrgw 二 的 距离 lx 一 上 | 是 一 个 小 量 ， 可 以 和 将 
V (x) 4E x — P 附近 恨 成 机 级 数 ! 


VV OE HV EY x EV 一旦 
l i | 
Tk GG —D er s 


其 中 站 (二 Yain。 因 为 是 平衡 位 置 ， AA V'GD-O. AAA 
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FAEERE HAV qnd. BLEUR V =D, 
REAAL hE, MAA 


V OSV aa EV O (— D, 


t E Erb deba HE PINE. EAV ORAU. 23) H E 可 求 
出 振动 周期 的 近似 值 。 我 们 从 另 一 个 角度 素 更 为 简便 地 求 出 这 个 
近似值 。 由 Vx) 的 近似 式 可 得 

F (x) zx —V ! (x) e V" (D (x— E), 
因此 质点 的 线性 化 运动 微分 方程 为 


m x -FV"(U)(Q—£)—90. 
; V "(£) ) 

FÀ iunii, eR 
FE = sin(y te). 


由 此 可 见 ， 微 幅 振 动 的 加 频率 是 
wv VPM y (4,24) 


它 的 通 解 是 


相应 的 向 期 图 


TH 
T=27y/ yi; . | 
将 上 式 和 质量 弹 签 系 统 中 的 公式 (4.5) 上 比较 ， 可 见 这 里 的 了” (D) 
BE GARRAS” HER 
对 于 一 般 的 情况 ， 可 以 有 如 下 的 定理 。 
定理 ”对 于 单 自 由 讼 系统 ， 基 运动 由 一 个 广义 礁 标 4 的 变 
i£, Hlg-«O) BAUR. ipd o c HLSETR ST Zo (E JH EL 35 BE 29 


1 - 
= q) ; 


势能 为 Y =V Gp, RENEA uS 9 二 5。 则 系统 在 平 8ihriE 
附近 作 微 振动 的 频率 为 
v= E (4,25) 
证 明 — B 29oRECLSE TRAE JI TE BI, HPL ner 18. 19 
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ifGdiGV (9) =E; (4,26) 


TE 2D AERIS RE Ey TE F (Hir Ea — COR VD e Fe 
FG FE) 十 站 GO Ge : 


V (4) ZV(GD AV E gE) VI EY dg Dt HE e 
RAZE (LL26) , FEE d LET Eno RE URS[V'(G)—0,f8 
SAOP O +V” O -D'-E, 
对 上 求 一 次 导数 得 
Fat V" (5 (—0 一 0。 

因为 YY (8) 220, BREL ERES Heap SR pO 

ez. V(Q fü. 
由 些 可 得 徽 振动 的 属 期 为 

T—2m./f(0)/V"(£). WES, 


104.21 K.Ed5 DU4.16rp i EXIB. y 58 77 ALTE GUI 2 IE B9 


ac CEL,.25), 
FR (rp. 16H: PoR 18 9$ EREA 
V (y) —kEy?* — 2klCa? - y?) È 4 »kia, 
TEAT y EFAA 
V'ty) = 2ky— 2Kly Ca? -- 3?) -4 , 
V"(yy —2K +2kip (aty) Takia yn t. 
Ily-—01X A, nE 
F'n 0, V*(Qy—2k—2kl/a70, 
BiRELg— od EEGEBU RE. 由 公式 (4.24)， 质 点 在 这 个 称 定 平 
衡 位 汗 附 近 作 徽 概 振动 的 频次 是 
. f/V*to) | /2k(a—l) 
=y m =y , 
相应 的 周期 是 277/09. | 
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L ml me- ccm- Ex 


X*ckok o AZDUDHESEPRTOCE- 
f&i Dr ER. (最 低 点 和 最 高 点 ) 的 
稳定 性 ， 荐 用 上 站 水 痰 来 出 
音 摆 微 振 动 的 频 蓝 。 E k OK 

$14.22 于 麻 探 力 对 插 
25H qp, Dr ERE GR EC 


图 4.31 cr" HEB X MIX 


如 图 4.31 所 示 。 物 块 在 粗 
Ek bez., EHER 
o5 au ER EDU m UR 
Se XARGNSEM) KE. IPAE 
H. MFE A E e 
Ee RI deu AGL. 

E BEARER 
WEKE EHRE, x fh 
水 再 向 右 为 正 。 最 大 瞬 麻 
EJ umg, HEHE 
K|x| pk FA uma. d 
HR BRISES Bu 730258. 
因此 只 要 在 此 范围 内 ， 物 
Me BEHE— HOUSL, ERE 
RFE HOEA ÍF 

[x | mumg/k 
ÁI DTA {ir E Ap E E c 
衡 位 置 。 4r a=umg/k, 
38 (TIERRA EE EB e 
上 的 区 间 -4B[—«a,a] ‘(图 
4.32) USEE, ERE 图 4.32 GpTO ERSTE EGER DEPO IE ERES COE 
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RA- BH A 3ik— [x gU DeEREGET. 
物 块 运动 时 ， 所 受到 的 摩擦 力 f 的 去 小 司 常 数 mg, AAB 
IEEJA., W 
p Dis bx I0, 
i Taumg, M) x c, 
WARP EPEE ad A. 写成 
[4 M EI, 
tka, Mb x «c0, 
HIE. H Aia a ;RERIBEBIEEWSGBDAICSIB3E 
- BM MP x0, 
m x = a 
—kix—a), m X Da 


STEARAN LIOS DS BOE 3 PI 
《3 的 量 岗 是 [IeBED. # Bo=vkim, JY Eh uy 
KEE 


Lamm wN. 
JPERXCHgASJGMBERELAS— €. HH 8 ftr; 22259 


dy | (x-ray, Y>, 


dt -— d, 
dy [tm 9270, 


4 d-co-ao/s se. 
(x ra)? y*—i$ E, y0, ' 


(e—a ty s—0. 
xk zc BH TE JHAE iM EtRaEBIGIMO PS, HPL E- EE ELO P 
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Bu (x 十 2) ?十 如 二 常量 ， KAGE A 点 (一 4,0)， MEKE 
Hg. EFE PH 之) Pg, HL 则 是 另 一 族 同 心 半 区 
(一 6 十 8 一 党 重 ， 其 圆心 在 号 点 (Ca 0) (04,32), 

更 和 初 条 件 为 xQ— A... Xoc20, MEARE A 而 后 无 初速 地 
EF. 最初 物 块 向 在 运动 ，.x < 必 0， 故 相 虚 在 下 尘 平 面 HPARIBDGM 
PP 移动 ， 平 图 的 方程 是 (x— a)? Ry (Aa), B 以 相 点 田 
PP 到 P 所 经 历 的 时 间 为 


{-A +2) dx ES! (Ag tia) dx NEL 
f, ak. —V(Á,—a)i—(x—aj)? - Sw” 


ü x 


———— 
AA frirxh. B] x 盖 0, 所 以 要 改 用 上 中 平 面 的 相 图 。 尽 管 由 x<0 
变 为 * 盖 0 时 ， 力 有 跳跃 性 的 变化 ,从 而 加 速度 胱 跃 性 的 变化 ， 
但 是 x 本 身 必须 是 连续 的 ， 速 度 x (或 者 y ) 也 必须 是 连续 的 。 

所 以 在 相 平面 上 的 相 轨 迹 应 该 是 一 条 连续 的 曲线 。 相 点 到 达 P. 
后 ， 接 着 就 沿 着 上 站 平面 的 衬 贺 绒 _ PP。 移动， 经 历 的 时 和 间 也 同 
E n/u, dKckoEdi. JEU EH ET eA se debe ae RO AR AS 
i£ PPP, P. 在 和 到达 P. 时 ， 相 虚 进 友 了 死 区 ， n e RE IE 
T. HARMAA, BIA He 88930 X5 76 RE HR ER x (D, n EUG 
TCRERARÁAMIEREHhRiBGiEfÉTUS. XEUEAD OD X MDARGESENS. 4£iBxL 
Ai H, br f£ B3 RE iE A= OP,, Ji OF., A,—OP,, v, 

Ac OP EREEREER ARD GEI A Rh, AA 
所 以 物 块 必然 在 振动 了 有 限 坎 后 ， 喜 能 静止 下 来 。 1 


xk MIREKA BR BPDEA4.4 CHIA.7), ck ok 
4-7 有 心力 运动 


如 果 质 点 在 运动 过 程 中 ， 所 受 的 力 总 是 经 过 一 个 固定 点 0 
《 称 为 力 心 )， 我 们 把 这 样 的 力 镍 做 有 心力 ， 这 样 的 运动 性 做 有 
心力 运动 、 取 口 虎 汶 床 点 ， 力 可 表 成 天 三 Er， 其 中 四 是 面 径 广 
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向 的 单位 向 量 ， 而 下 是 下 在 x 万 向 的 投影 丰 ; 的 简写 ， 它 可 正 可 
fA. MAIER F aN O, 反之 离开 力 心 。 有 心力 对 口 点 
WHD WIES a AREE A, MEA O 点 和 脆 动 量 答 Go gu 
E. 为 此， 运动 地道 aem h HEPREAA E., ELET 
ITAL AS Go, M np s AH RIA PC 25008 Eb ES 
mep =G, (4.27) 

Ht G dq tte. 

Au dm AE Gmmgu Bo EEBE o Wg” BI F-—EFo, 
ELE EX PF» 可 积 , 则 在 在 势能 


V (p) =- |F coap, 
于 是 在 极 坐 标 中 龙 重 积分 为 


$ m+ eg +V SE, (4.28) 


其 中 前 机 械 能 互 为 常量 ， 可 由 初 条 件 确 定 。 

3& (4,27) AI, 28) 二 有心 保 守 畏 作用 下 质点 运动 微分 方程 的 
两 个 初 积分 。 

由 式 (4,27) 解 由 vw HEAR (41,28. HRH, 18 


TEM pe 
p=+y 2 yE V (9) Imp * 


由 此 可 求 出 P 5j t 595A DA 


积分 以 后 反 解 出 e—ÓGC), BRIRAXG.27, mns 


Gr di 


p 0 ve Oo BE XE IRIURE BRIT RE. MARIA E t 就 是 轩 
aA f., Eo ELA P fre 两 式 相 除 ， 得 到 45 oe Ei En Gc 
方程 
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dp — m py E- oe A 329 
Pory P E— V (p) Imp? * (4.29) 


BIDEN UH 
9-9. Y z«)., EF ECV c m (4.30) 
AEREA Js sf Pus if 59 dE 名 的 EA Binet 77 
程 ， 它 下 从 能 量 考 虑 ， 而 写 接 从 爱 力 分 析 和 和 运动 微分 方程 出 发 ， 
推导 如 下 。 质 点 的 径 向 运动 微分 方程 是 
. mCp— pst) =F(p), (4.31) 
TERETE B u=, MaR HET 恒 式 (4.27) CC AE ER D Xs sl t 
FARBER JKE 


En 

PEU YT 与 成 

P—dyi c dT m dp 

. G Pu * G* , d*u 

P= im dp 777 mi dp’ 
[EA O.SD, f 

Tt u =r r F) (4.32) 
或 写成 

BUj- Tro. 


AELA, BIBT 1/05 v dH)89—-r——BErtks UE. 
当然 ， 教 迹 方 程 (4.30) 应 该 满足 这 个 微分 方 种， 但 在 其 些 具 体 问 
是 中， 闹 比 内 方程 反而 比 站 接 用 它 的 一 般 解 (4.30)? 更 方便 些 。 


kk ”验证 式 (4.30) 满 是 比 内 方程 提示: 利用 
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FUA (d, 29); mE Gu/de)y"8g gexkshonp e 求 导 。 CK Xo 


下 面 分 绍 关 于 有 效 势 能 的 概念 。 

我 们 可 以 把 质点 的 运动 看 成 是 相对 于 o 轴 的 直线 送 动 ， 运 动 
方程 是 Pl 四， 而 PP AAEH ETARA pa., Ja aE 
积分 式 (4.27) 和 能 景 积分 式 (4.28) 联 立 起 来 ， 消 去 变量 $ 就 得 到 
此 将 线 运动 应 该 满足 的 方程 


L m pt VG) 十 Ga/2mpa] =E, 
将 此 式 与 4-6 中 所 讨论 的 保守 力作 用 下 质点 一 维 运 动 od CR 
分 斑 moe 十 Y (x) 一 5 相 比 较 ， 可 以 这 样 看 ，P 相当 Pr, VG») 


GC/2mp? 相当 于 势能 W(x)。 合 
U (p) —V (0) -G*/2mp*, 

TPERU GO) AAR BAE EERS REV (GO GU BOB “Bope” D 
A 之 和 [， 在 这 样 一 BIET. BEETA HEE ifia hiik du 

z 搬 过 来 ， 这 就 是 我 
们 之 所 点 要 引 及 有 
获 势 能 的 理由 。 

设 有 效 势 能 曲 
ik Uto) 如 图 4.33 
Biz. RREZE 
G 3com Tán A 
G—0 代表 经 过 力 
心 的 直线 运动 。 设 
Pp 二 是 dj/dp 二 0 
Hy, HEE WER 
程 


T ŠTA ù X BEES dM NRB-2, 
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p es S =0, 
PA p=, $—G/m 是 质点 运动 的 一 组 特 解 。 因为 p 二 常量 ， 
$ 二 常量 ( 夺 0)， 所 以 这 组 特 解 对 应 于 等 速 圆 周 运 动 ， 此 时 质点 
的 总 机 械 能 是 sis。。. 如 果 质 点 在 径 向 受到 微小 扰动 时 ， 质 点 总 
是 在 这 个 圆 形 轨道 附近 运动 而 不 会 远离 ， 我 们 就 说 这 个 贺 形 轨道 
是 稳定 的 ， 即 对 于 变量 p 来 说 , 它 只 是 在 p 二 # 附近 变化 。 所 以 这 
A IRL! ELS B d ss e HP d*U/do* 在 p—£ 时 的 正 fA 导 ， 如 果 
xkA-— pH DECKCT SE, MARP GERE 的 。 根据 4-6 n dg 
定理 ， 质 点 在 贺 形 轨道 附近 CHE o-E SHGEO (EUR Huzh Hu EE 

i) — LUN (£y/m, 
这 个 结果 是 把 o= BITA U co) tk HidpsfxGEa.330 fg £30 
来 代替 对 得 到 的 . 

RRAN p 二 # 作 圆周 运动 (能 量 E ELLO 时 ， 受到 答 向 的 
冲击 而 有 一 个 径 向 的 这 诬 分 前， 于 是 质点 的 能 量 已 将 大 于 En, 
但 因为 动 租 和 矩 所 和 原来 一 样 ， 所 以 U (o) 是 线 不 变 。 设 此 时 水 平 
£& E E gli£kU (p) YE p= 二 pi 和 o— o. kE3H3E. 《 试 与 图 4.30 对 比 ) , 因 


JU mph 不 RENTE 这 就 限制 了 4 只 能 在 pio sco, 内 变化 , 相 


庶 的 项 点 轨迹 韵 林 能 和 捕 形 如 图 4.34(a) 或 4b) 所 示 。 我 们 来 计算 质 
虚 由 远 心 点 M, CET =p Hie M, (对 应 于 Pp 二 P14) 所 
WEB, JE 


EE L SVE-UG) Ti 。 
在 这 段 时 间 内 ， 向 径 转 过 的 角度 一 M。 OM ,等 于 


Aga 
eye. — «m 
o EAD. im LS, Bmt As pea aE mpm, S 
| Atano oOx m/U'(É). 
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9704.34 ntf 5d 


如 时 这 个 角 刚 好 等于 7， 那么 当 质 点 到 达 下 一 个 远 心 点 M, 时 将 
M 重合， 于 是 轨道 是 封闭 曲线 ， 沙 此 轨道 运行 一 周 的 时 间 为 
25t, A] Ae 接近 rr， 但 不 等 于 x， 则 在 绕 -- 轿 以 后 远 心 点 将 进 


Rii.35 $5 dbE WE» 
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动 一 个 角度 ZMQOM,—2(Ao 
—m) ,轨道 曲线 不 封闭。 对 于 
这 种 运动 ,我 们 可 以 这 样 设想 ， 
TEE FL REEE — e E m EE PH ER 
AE Exch. AETH Pipe 
KA— EMH, Amo 
大 垂直 于 平面 的 辅 转 动 ， 这 种 
复合 运动 的 结果 就 是 质点 的 所 
实 运 动 (图 4.35, 图 中 Apu, 
这 是 “ 负 " 进 动 的 情况 )。 

如 果 质 点 的 能 量 王 ' xm ü 
X, MAHUE 只 可 能 
有 一 个 正 根 p，( 图 4.33》。 在 
这 种 情况 中 ,p 的 变化 只 受 p> 
pa 的 限制 .对 应 的 质点 轨道 将 


rT a a o a FS 


外 个 到 无 穷 远 处 ， 它 不 再 是 有 界 的 ， 更 不 可 能 是 说 者 闭 轨 道 的 周 
Mis sh. 

$04.23 小 球 质 量 为 m， 在 光滑 水 平面 上 用 弹 移 与 固定 点 相 
iE CHH4.360 . CARERE 2g a, gif E eo Ik, ORASE 
牛 径 为 上 (全 0) 的 圆周 运动 。 在 径 向 对 它 作 一 个 很 小 的 冲击 ， 求 
径 向 微 由 振动 的 频 吝 。 


4 图 4.36 求 振动 频率 Bi4.37 势能 V OO RU ERI SEU (02 


E 小 球 所 受 的 台 力 是 有 心 万 ， 它 的 径 向 控 影 是 ， 上 (p) = 
—Kkp—a), fi HS? oca 时 这 个 力 指 向 圆心 。 所 以 势能 为 


V (o) ——k(-—a), 


2! dB 23 
G—mu£, 
Hd u ERRARE Ea A RL mE HER OH. 
因 为 
"m » —ki£—a, 
gn URE —a)/m, 
于 是 有 效 势 能 为 
E G lpo az, KEO 
Up) —V(o 十 2mpi —3k(p a) 2p! > 


319 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


«zd Ex AnEDA.37 BHzE. rEGERE RUE FE EI TES (ES deat 9t E A 


VU* (t /m = y (4-3 2 


由 于 £a, Xk TEE GT URGE ELDER v km. l 
例 4.24 iX 8.0. XB REMH, EI F = keo" dk ooh} 
DELH, ko ARID. A WBDE oH IEG IPS 如 存在 是 理 
稳定 ? 
HERO ”势能 为 


V (o) 一 Eph 


a Ei ， 于 是 有 效 势 能 为 
k 6G 


“于 十】 


对 ock—£XEÓMEB 
U'(p) 一 Ko 一 全 ons 一 or (os -—) 
Ur (p) =p (knots + 
EIE dus no ede Eat U' Go 二 0 的 正 根 给 出 ， 即 满足 
kët — GO/m, 
WE k E459, JEIBIBUZITEIPEOHUIESETE. GL ARDGC EO E 
EHR MATa AE TER REES '. 
刀 果 有 是 正 的 ， 那 么 在 mm 所 一 3 时， 上 和 远 三 程 总 有 一 个 正 根 


TrgbdRq«A USA) REA, A 
Ue) = Ww CEIP 
a n3 h, U >0， 所 以 征 短 为 上 BL IS EL REA]. 
FEIJE n= 一 2 ， 为 这 种 情况 的 一 种 特 B 5 naa 
Q MAREA EE j E E U E 1 E N AE p dig SE XI B AE p 7. 
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时 ， 昌 然 在 在 贺 形 轨道 ， 但 因 U” 0. BTH 这 种 回 周 轨 这 荐 
不 稳定 的 。 1 

开 普 勒 问题 

求 质点 在 万 有 引力 作用 下 的 运动 轨道 问题 ， 习惯 上 吓 倒 开 警 
震 问 题 。 它 对 于 研究 行星 、 慧 旺 以 肥 人 人造 地 球 卫 星 、 人 造 天 体 风 
运动 有 很 天 的 实用 价值 。 

设 有 心力 的 答 向 投影 为 Fo —k/p (70), RARAJ 
FR(4.320, 得 


d?n mk 
de t ga 


上 共 中 4= 二 1/Pp。 可 见 它 是 一 个 线性 微分 方程 ， 它 的 通 解 为 
u= A cos(e —95) 4- mk /G? (4,345 
其 中 A dn. 是 积分 常数 。 这 就 是 万 有 引力 作用 下 质 点 Ai-Ai 
形式 的 轨道 方程 。 。 
Hi; (4,27) 18 o — G/mp?, 由 式 (4,34) 得 
dp/dg —p* A sin(e —99), 
+E V Go) ke 同时 代入 4.28), fd 


dl ubl edi E 
E —— mp pt n) p? 
或 


B=) (+ 


15.45 (4,34) fu dp/dgz-p? A sintg 一 8o) 代 大， 得 


GA? mk? 
= 2m ^ oge” 
Fi p RE EH 
mk 2E 
A= + G? y vt 
fem ie t R0: NIRE CL 34) SE ELSE UR 
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0— recep Dp (4,35) 
Ap p—Gt/mk, 
当 yp 一 po 8], =p Oto d olt. T3 CT AEE 
.的 近 心 点 。 为 了 方便 起 见 ， 我 们 大 姑 取 力 心 至 近 心 点 的 连 线 汐 加 


AIRAA 352.990, HEA 384, 350 BL RE LAT 79 RC 


m" p 
PL T 十 cos 有 。 


(4.36) 
tøkk BVS ki IRAU.. dE E roD EX Hg 259 
(po, 99), AREER CH EIL HEUS E (4.350, E GE x 
3t (A, 260 JE [E] 8 Bii EE B5 B eb RR. Db O AES RS — X 
点,e 是 偏心 率 , p ERARA. Caz EiE GOXO) fuss E SJ, 


质点 的 运动 轨道 可 能 有 四 种 情 膏 : 

Q)Ez — mk*/2G?, ybi e— 0, o EZ BI JE dH. HAPUS 
p =F} 

ip) c Ub - 


^ 


7 eEGÓ Ga 
fim ov = 1+ T LY EI. xc s 


图 4.88 万 有 引力 作用 下 同一 M CRAT), TA ELI Ph a AE m A 
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(2)—m&?/2G0*— Eco, Iert O«ce«ct, XPELTRIBUC EUR: 

(34E —0, peit 6 二 1， 对 应 于 抛物 线 轨道 ， 

(4) E220, ERF e—1, oM IZ TX RALA. 

Miir dE Go CO, ERREI, DUEB 可 能 的 情况 
如 图 4,38 所 示 。 图 中 在 四 条 轨道 上 Pp 二 7 的 两 点 kb. Ju E REHERS 
横 疝 分 量 的 大 小 都 是 G/mp， 但 径 向 分 量 的 大 小 不 同 , 径 向 分 量 越 
X. BERE BR. 

BRLbPUzipRBEXR OD EEG]. Pub AS PLIB sd cb Beo) às 
点 ， 它 的 向 径 为 =R Mk E RE, R Æ 此 时 LER 
座 大 小 海 ww， 方向 与 向 径 刁 站， 那么 动 最 组 为 


l G—mpe -—mRu,, 
机 , 械 能 为 


Wp k—mgR*,g 是 初始 点 处 的 重力 却 速 度 , 略 小 于 9.8 米 / 种 ?。 
栖 画 轨 遵 与 双 曲 线 轨道 的 分 界 点 是 已 一 0， 由 此 算出 m —729R, 
这 就 是 第 二 宇宙 速度 。 形 成 圆 形 轨 道 的 条 件 是 

E-—-—mk/2G., 
将 G,E Fak HARRA PTH vv — v gR ,这 就 是 第 一 宇宙 速度 。 


kkk WAHA Ye EURUDN SUE: 《起 始点 dH Bl. vo 都 
EE TEK 的 草图 。 kkk 


现在 我 们 求 开 普 勒 问题 椭圆 运动 的 周期 ， 面 积 速度 是 pap /2 
—G/2m, ERA MRNA BIBLE rab, H a 与 5 是 椭 轴 的 特长 轴 
与 秆 短 轴 ， 所 以 向 径 扫 过 整个 桶 闻 面 积 所 希 的 时 间 就 是 周期 ， 即 

T-—2m-zmab/G, 
由 解析 几何 可 知 4 与 的 关系 是 82=pa。 RA E SHEHA 
p 二 G*/mk， 化 简 后 得 到 
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”这 说 时 8301757; !sdt6 EL P Kc thor 7; HRIE He. XXL RETE E OE 
于 行星 运动 的 第 三 定律 。 在 这 里 我 们 是 先 有 和 牛顿 运动 定律 和 万 有 
引力 定律 ， 而 后 用 数学 省 绎 方法 推导 出 入 普 勒 第 王 定 律 的 。 在 历 
ERIH. EEEF EPE, ERATE, Amri 
ASHER, MIE EAE picos R A A 
纳 生 来 的 。 图 4.39 给 出 了 太阳 系 中 各 行星 牛 长 轴 4 与 周期 了 的 


I0 

& "IE, 
| 天 王 星 Y , 
& $ 

ro b 
F 木星 
P TE 
Š 
ar HR 27 Ke 
X 7 v1 

os WE em 7 

AA ; 
2 Lt ALLI 
el a5 Fi 5 p" fé jọ E joco 
T 局 期 (年 ) 


&84.39 MIN EE x 


数据 (纵横 都 用 对 数 坐 标 )。 图 中 各 点 在 一 直线 上 上， 将 线 的 对 率 
2/3. 这 说 明 18 a= T lg T Sed, BD T* 与 os 成 比例 。 
O $/4.25 远程 抛射 体 ” 设 在 地 球 表面 以 很 大 的 速度 vo 射击 
一 物体 ， 速 度 的 方向 与 水 平面 《地 球 的 切 平 面 ) 夹 角 为 a。 不 计 
空气 阻力 ， 不 计 地 球 自转 的 影响 . 求 物 体 的 最 大 高 座 日 和 射 
程 工 . 

解 ” 假 定 26<<、 雪 及 ， 丛 则 物体 将 各 有 地 球 ,这 里 RR 是 地 球 
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Pf. 
HJER AA K—moR?*, AoA PTL HH ahai G 和 BÉ 
E E 
G—mRuv, cos a, 
E XT -ý= imio —2gR) «0, 
由 时 可 以 算出 鸭 锥 基线 做 数 Z 和 e: 


一 p—— = 一 了 及 (y cos* aq, 


A Ls TERE 2! (1-3) cos? a " 
其 中 ecv zR, RAEE, A B—t]c-d. D 
p—2RB?cos? a, 
e— (1—4B1(1 — Bycosta] t, 
Boemie]. Bp B*(—8?)cost a H3 EE XLI 
为 174， 近 只 出 现在 R= 2 OT EE. =v SR) 以 及 a 二 0 的 
ETF, BRIEL h BH e2>0。 所 已 ， 一 般 地 说 A 射 体 的 轨道 
AES 4.10 ， 地 心 是 它 的 
一 个 盘点 。 栖 调 的 远地点 距 敲 是 
p-n/(1—e), 
HER S A A Kik HE EX 
H-—n/(1—e» —R, 
将 PP 与 8 TEASE 


pilte) 
1— e} 


H= —R 


1 (eie 
HEC MERE 
ai pF : 

ER Add PER, 图 4.40 P Rn 
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e—nx-—BiG Bpod DE. TUIS AUD E 
p—np/(1-4ecosgp), 


Bare sos t (1— rii 


S L eE 28 ARAM, BTA 


aF EX A P ARH 


=2Rf=2R arc cos | ;(1 E &)| 


sarme [1 EGT] 


= 2R arc sin| GA? sin? a | 


当 二 voje 攻 1 时 ， 可 区 上 昌 和 上 的 表达 式 按 上 的 办 次 展开 ， 

并 图 去 高 阶 小 量 ， 得 
H —vsin*a/2g, L-—visin2a/g. 

这 两 个 式 子 就 基 抬 地 面 看 成 是 平面 。 重 力 均匀 不 变 时 挑 射 体 
的 高 讼 和 射程 ， 它 们 是 本 问题 的 一 次 近似 值 。|1 

例 4.26 弟 三 守 宙 速度 ”从 地 球 上 跨 射 的 火箭 能 够 朋 离 去 阳 
系 时 ,火箭 所 具有 的 相对 于 地 球 揭 最 小 速 产 吓 做 第 三 宇宙 速度 .已 
知 太 阳 质 量 M.—1.989»x109?? w, 5 ASIHE I y 6.672 1075 
E GE « Rb?) , ki ER Soo Ei p, — 1. 495 x107 E 米 , 地 球 质 量 
M,—5,976 X109" X, HERE 径 R,—56,.367 X10? HL OK, $ 第 三 
TERE, 


EO UGHBXRZRECRBUAfe EBEN v. MH 
Mx LUMM, 


eps pi^ 
得 Ve 一 wh M af Pe —2.979x 10 Hf 4e / 种 


SüUdBiEHkERZLdéSLUM LULST— Jw. WU xXCEE CAT BEIBETE UK 

阳 系 时 所 具有 的 速 BE 30 0,—.2/ 27,—4,.213 x 109 E/P CLH 

题 4,41》。 现 在 我 们 的 火 第 十 在 地 球 上 发 射 的 ， 这 就 要 求 这 校 火 
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der IRL PLE o o UR Ler UL eR e Urb eonim EE = 


mm 


|| Rm 


第 在 腹 离 地 球 的 引 为 以 后 ， 棚 对 于 太阳 的 速 BE XE ph vo bbb RE 
腊 离 太阳 有 系 ， 那 么 它 相 对 于 地 球 的 速度 诚 是 mm 一 we《 注 意 我 们 
用 了 井 量 写 准 )， 在 离开 地 球 无 穷 远 处 这 枚 火箭 的 总 能 量 为 


Imoo)? m 是 火箭 的 质量 。 设 第 三 宇宙 速 诬 为 v3, 则 由 机 械 
能 守恒 ， 得 


1 M,m 1 
5 mu$—y E —m|eQ-v.|*, 
Bp v$—2y M,/R,- |v v,|*, 


显然 ， 当 vo 与 pe 的 方向 相同 时 ，zs MEE 
v2yMe/R+ (Vo— Ve}!, 

代 天 数据 后 得 5s 一 1.665 X 109 LE / £916, 775 E/P. 

MA E.dE SEIL E P M EE Gt ONE HA OTOHh 
球 的 速 座 ERSA A Mig AIARA P aR E Amn. SARRA 
EA ES H ARAR. ERR., | 

9844.27 水 星 近 日 点 的 进 动 ”从 开 普 勒 问题 的 讨论 中 知道 ,对 
于 与 距 况 盏 方 成 帮 比 的 引力 来 说 ， 如 果 轨 道 有 界 ， 那 冬 就 是 椭 
贺 ， 但 是 长 期 观察 水 星 的 轨道 发 现 ， 它 的 胃 道 朗 有 界 市 及 不 是 严 
格 的 精 圆 (图 4.417， 它 的 近 
日 点 Ga HAt Er £x 
Eiras WARRE 
百年 进 动 约 574*( 角 种 )， 在 
Tn E T fb HE OBS EZ og 
531" 后 ,还 相差 每 百年 43”。 
xk zE AE SUI SC FHXEHESS 
HibJ RESI B 3 du Af 
f£. RIE he SiD 
论 的 结果 。， 相 当 了 于 在 万 有 351 
Ji; EXE An E— "p 5R 图 4.41 KERBER 
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度 夸 的 小 量 。 所 鼎 可 下 认为 本 星 受 到 太阳 的 引力 是 
tii M MG? 
F(p) =y ap? 
其 中 ROG 8I, mM 4 yk EALA BH BS e GE 
永 星相 对 太阳 的 动量 矩 ， 2 是 光速 。 现 在 考虑 在 这 个 “入 合 ” 的 
引力 作用 下 水 星 近 日 虑 的 进 动 问题 。 合 大 一 ?好 ， 则 水 星 的 势能 


为 
Vip) — 
AAD E 2S 
"upset c 
代 庆 和 式 (t.33)7， 得 
Ag — ER py ECkL Eck RJ EDO OU VT 


共 中 pi 和 ps 是 a BA ELE Ei ACRI H 
点 的 距离 。 因 此 ， 相 继 两 个 近日 点 的 夹 角 为 2442 一元) 。 TE a} 
Ae 的 积分 式 作 近似 计算 。 引 及 新 变量 4 一 17p， 以 上 积分 号 成 
1 du 
v "d A+ Bu— utp Au ? 

RE A—2Em/G?*, B—2km/G*, A—2k/mc*, 

这 里 吉 是 一 个 小 量 。 先 把 。 当 作 无 穷 大 来 处 理 ， 则 4 二 0, 积 
AX 2g 

du à 
Ap] V AT Bu” 


其 中 u, u, fk At Bu u*—0 HP TOE, H uU, ALIRAN 


为 
“1 du 
w=) TT 


"z 


Vcl Dien o ERE UR ERR ee 


Gesn con Mie ETRURIAE ide 
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一 | arc sin uo Gne un 
Z uta) 
MAE ER GIRL DG MA (图 4.42) 1/5 是 近日 点 距离 ， 
l/u, TEH HEBR. MUA eX 


E4.42 ” 近 归 点 选 动 


1 
"—-q-6*: 573r" 


其 中 a ARERR e AbH, 

现在 考虑 站 不 鲜于 需 但 很 小 的 情 训 (图 和 4.42)。 此 时 A+ Bu 
—iw*-4 Au$—Q cR m, Bun, RT US , 其 中 和 可 以 认为 与 
4 一 0 时 的 也 和 4s HAET, 我 们 仍然 把 要 和 内 取 为 172(01 一 9 
和 1yatl 二 e)。 因 为 三 根 之 和 为 174， 所 以 有 


i 
Ws 一 地 一 Gn t ta) = 

BR dE EX nf EL OE ES RE 

A+ Bu—ui-pAu*cA(u—Iu,)(u— u$ (u—t 


ecÀ(u—H)(:r—ug) i 一 元 [1 一 2 二 us) | } 
Au 
= (u, — u) (H — tg) [1 — A (uy tH ug) JE  1—AÀ(Q, 41 J. 
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Ed Au fn A Cu, dc up) ADR RE, Ai EUR 


1 
w A+ Bu ut aus 


A 
一 -一 一 一 zu LG up |(1 ria. 
^á(n,--u) (Qu — ug) 2 e 


由 此 可 以 算得 
“1 du 3 
a=] AT i ltt) . 
"a3 
这 就 是 近日 点 向 径 与 远 日 点 向 径 的 张 角 。 因 此 在 绕 轨 道 一 周 后 ， 
近日 点 《或 远 日 点 ) 的 进 动 角 为 


2 iAp— n) =Ë aratu). 


G uw =la e), umla te), A= 2k, mc* E K—yMm RAS, 
得 


amy M 
CIT IL E E 


将 下 列 数 据 Cy 和 MM 的 数据 见 例 4.265 

光速 5 一 2.998 x 10! FER / 种; 

kJ Ef. a—5.,786 x10 MW, e—0,2056 
代 天 上 式 最 后 得 出 

每 圈 进 动 角 二 5.022x10"’ ZEE, 
Jk RO EHI E 87.969 XX, HI 100 1E C1 4£—365,256 © 转 

zh 415.21 图 。 所 以 在 一 百年 中 进 动 角 为 2.085Xx10 7* ZI E, HI 
43.01 种 ， 与 观测 值 43 H dE E—£sx. | 


4-8 ”有 约束 时 的 运动 


在 静 力 学 -6) 中 已 讲 过 约束 和 约束 力 。 我 们 把 限制 质点 作 

自由 送 动 的 条 件 叫 做 约束 。 如 果 质 点 在 运动 过 程 中 受到 基 种 约 

束 ， 这 种 运动 称 为 的 束 运 动 ， 或 非 自由 运动 。 例 如 ， 用 一 根 刚 性 
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杆 将 质点 与 固定 点 连续 ， 并 限制 它 兵 能 在 xy 于 面 内 运动 ， 这 就 
是 通常 斯 说 的 单 把。 对 质点 的 约束 可 出 王 列 睛 穆 表 示 # 
x 二 2 一 人 
黄巾 荆 是 摆 长 。 双 如 拼 限 制 在 球面 上 运动 的 质点 ， 其 约 东 条 件 是 
x*-r y?-- z?— RE, 
HB REREPE. ETAK ienn RRF., PEGngzR 
Agni. ERRAR A IF E 
rec R. 
约束 条 件 可 以 由 不 等 式 给 出 ， 例 如 .上 述 单 皖 改 用 柔 强 与 固定 
点 连接 上 时， 约束 条 件 应 写成 
yl 0 
约束 条 件 中 还 可 能 显 售 时间 上 (直接 在 方程 中 出 现时 间 上 + 上) 
例如 ， 如 果 上 述 单 皖 中 的 柔 强 以 等 速率 4 随时 间 缩 短 ， 则 约束 方 
EMI 
ss x yo nt x0, 
共 中 bs 是 绳子 的 初 是 长 座 ， 
一 般 说 来 ， 质 点 的 约 吕 条 人 媳 可 上 用 下 烈 约 训 方 程 表示 
fx,y,2;0) —0D, 
或 (0 
前 一 种 用 等 藉 表 示 的 称 为 双 面 约束 ， 后 一 种 用 不 等 式 形 示 的 称 为 
单 面 和 约束。 约束 方程 中 显 例 时间 的 称 为 非 定常 约束 } 有 反之， 不 
E&E t AE OE AARD, 
一 个 自由 质点 的 运动 ， 要 用 三 个 独立 变量 *,y 和 = 水 描述 ， 
称 为 三 维和 运动 ， 或 者 说 质点 有 三 个 自由 庭 。 如 果 存 在 一 个 约 训 广 


程 
ix, yZ) = 0, 


DO ARETHA H MLB ox ecn. EEY BOW ep. dncondg gm 


RIEA p UR. ATARATE pAg EEEE, y, 的 情况 ， 特 在 10-8 中 讨论 ， 
© 有 的 书 上 称 为 “不 稳定 约 东 ”与 “BESE”. 
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3PAC[DGEMCEHSI.-4-*dEIEAuAR s. RA AE H xW y 
hop. Aitik SR RAAR. JERITE RB e 83s 5) 
或 改 说 质点 有 两 个 自由 度 。 从 几何 上 看 ,方程 了 = 二 0 den E BIB P 
一 个 曲面 ， 斯 以 具有 一 个 约 东 条件 的 运动 ， 实 际 上 是 约束 在 一 个 
曲面 上 的 运动 。 同 理 ， 如 果 存 在 两 个 互相 独立 的 约束 方程 
fiix,y,2)—0, Jfaü(x,y,2)—0, 
Wi] 4. 8E 38 3c "Ec 4C TEC P RE Bt 4x 30 22 58 E EU EUR. CE. 
HE xxuhdk Mh, BUB — EL HB BEL £,— 040 £5 0 4r LESSER 
曲面 ， 因 此 质点 必定 究 约 束 在 这 两 个 曲面 的 交 线 上 运动 ， 例 如 ， 
3x R25 X AR PE 
x 二 十 二! 

是 一 个 球面 , 另 一 个 约束 条 件 s 二 0 是 一 个 平面 ， 这 两 个 曲面 的 奖 
线 是 一 加 周 ， 轩 此 单 控 的 运动 是 一 维 的 圆周 运动 . 

我 们 在 4-2 中 说 过 ， 动 力学 问题 主要 是 已 知 力求 运动 的 问 
题 ,这 个 已 知 力 一 般 地 是 指 卡 动力 。“ 已 知 力 ”有 两 重 含 父 : (1) 力 
的 大 小 和 方 商 是 已 知 的 ， 如 重力 等 (2》 力 的 大 小 和 方向 与 质 
点 运动 的 基 些 瞬时 最 有 关 ， 如 万 有 引力 和 弹簧 力 由 质点 的 明 时 位 
芭 决 定 ， 富 性 阻力 由 质点 的 瞬时 速度 决定 。 总 之 ， 主 动力 与 约束 
条 件 无 美 ， 宅 们 下 管 所 三 究 的 运动 要 服从 什么 套 的 微分 方程 ， 也 
不 管 除了 它们 雇 外 还 有 沪 有 别 的 力 存 在， 它们 的 襟 化 规律 是 已 知 
的 。 而 在 约束 运动 中 ， 为 了 强制 质点 满足 约束 条 件 ， 约 束 物 体 必 
然 对 质点 稳 和 约束 力 。 约 束 力 与 主动 力 不 一 样 ， 一 般 说 来 它 的 大 
小 和 方向 是 未 知 和 的 ， 它 钱 与 约束 条 件 有 关 ， 及 与 质点 的 运动 情况 
有 美 ， 必 须 通 过 动力 学 方程 才能 确定 。 例 如 ， 当 火车 被 约束 在 弯 
曲 鬼 铁轨 上 运动 上 时， 铁轨 对 火车 的 作用 力 就 是 约束 力 ， 它 弃 与 妃 
轨 徇 形 抉 有 关 ， 妈 与 火车 的 运动 速 亩 有 关 。 要 知道 约束 力 就 第 要 
知道 运动 ， 而 为 了 要 求 运动 及 需要 知道 包括 约束 力 在 内 的 外 力 ， 
因此 ， 约 束 力 与 运动 将 一 起 作为 未 知 量 出 现在 动力 学 方程 中 。 

加 果 我 们 考 虚 质点 被 约束 在 光滑 前 曲面 或 曲线 上 运动 ， 则 约 
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PE 


束 力 将 党 着 约束 曲面 或 曲线 的 法 线 方向 ， 这 种 约 OR Pr PEG8£g 


mU. 
TEF IRRA A E E HR a. ARERR, 49E 
AR TE 29 
fi,y4,2)—0, FELETT FE-S (1.37) 
质点 的 运动 微分 方程 为 
ma SEEN, (1,38) 


其 中 下 是 主动 力 , N 是 约束 力 。 因 为 
约束 是 理想 的 ， 所 以 芍 东 力 应 该 证 与 
有 曲面 刻 二 0 惟 查 , 双 与 曲面 fs 一 0 E, 
WE mi 和 和 ni 分别 是 这 两 个 曲面 的 法 向 
单位 向 量 , 那 么 可 以 把 约束 力 N 在 这 
P BILE NP OHA 40m. ARAA 
NN tN,=Nni+ Nani, 


E] 25 pap E MaA? RTRS 


end f= Yir Aog fig 


的 方向 就 是 m; By Jg mp Ee N 可 写成 


N =A, grad f, 
同 理 有 
N,— À, grad f}, 
2i A, fH A. 是 待定 的 末 知 最 。 因 此 ， 式 (4.38) 成 为 


dir 
mur =F +, grad fit Az grad f,, 


写成 分 量 形 式 为 


CQ ”更 一 般 的 理想 的 东 和 将 在 10-2 中 论述 。 
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d 
mx —F,RA a 


0f, 9f. 


my = Fy + A By -+A "PL (4,3982 


à 
mz FER A wA. 


方程 (4.39) 和 约束 方程 (4.37) 联 立 在 一 起 共有 五 个 方程 D, 
在 给 定 初 条 件 (质点 的 初 位 置 和 初速 座 ) 以 后 , 战 可 以 解 出 时 间 t 
的 五 个 未 知 画 数 ， 即 x,y,z A A An FE MEHR 条 件 的 运 
动 和 约束 力 就 完全 被 确定 本. 

对 于 约束 在 曲 曾 上 的 质点 来 说 ， 约 上 于 方程 具有 一 个 ， 芭 - 


fx,y,2) —0, (4,40) 
很 如 约 东 也 是 理想 的 ， 则 与 曲线 运动 情况 类 似 ， 我 们 可 以 担 出 质 
点 的 运动 微分 方程 为 

m ~ =F +À grad f (4,412 

其 分 量 形 忒 为 

mx=F, +À a 

- E] 

my =F, +À 3, (4,42) 


mz—F,--À p 
Ts (4,42) p (4, 40) HX 3r. n EXBEIH LXI ji] £ 25 Ej 38 REB PU TK 
nk x.y,.z X A 


全 ”这 是 一 组 往 分 方 晨 和 代数 方程 相 温 和合 的 方 算 组， 把 就 崔 苍 衣 Tem. EER 
Eph. Jp SBUARGCCORH CN TESES. Eas NDA D. 8D 三 个 初 位 置 和 三 个 初 述 弃 确 
定 . 
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在 解 各 种 具体 丫 是 中， 有 时 应 用 其 他 华 标 系 更 为 方便 。 比 如 
约束 在 球面 上 的 运动 利用 球 坐 标 或 主 会 方便 些 ，。 

在 理想 约束 的 曲线 运动 铺 沈 下 ， 经 常 应 用 本 性 法 (2-1}。 将 
方程 (4.38) 和 在 曲线 的 切 向 T, Ea n UE iR b EUS2.9) 2 
解 ， 得 


T (4,432 
二 全 


I 
| m 


其 中 第 一 个 方程 所 与 主动 力 有 尖 ，8 是 HER RETE, tR 
订 诠 的 问题 并 不 需要 求 出 约束 力 ， 厚 么 只 需要 用 第 一 个 方 往 久 能 
求解 。 比 如 例 4.9 就 是 这 样 做 的 。 
在 定常 理想 约束 情况 下， 大 假定 主动 力 正 时 保 宁 为 ， DIE 
同时 满足 条 人 
N-v—0, F-—-—gradV, 


Hon Vix.y. dEcEXRUJXpPRIHQSR SE. e 是 质点 的 和 速度 。 
将 运 动 徽 分 方程 人 4.38) 等 导 两 边 辐 时 避 琵 ww， 左 过 得 


dy d 1 
my = ( 2 mu* ) 


(dt ^ di 
Frita 
EAN) ramFvr t Fyuv, 4p Fw, 
0 dx č oV dy BY dz — N 
— dx di dy di ds di ^ di* 
因此 得 到 
1 „oo dV 
4 (ns j= n E 
或 写成 
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lae. y= EC 8). 

x& Ue HL TEE RA dB gon adem sr. SLEEESy TRE RE 
DERE ar. 

$414.28 质 世 为 而 的 小 球 申 
iE -i ANE A C. Ek 2A TE IRL 
E A H H: JE dX a Di de £e 
4.4D: v*—2p0x, d) khit ^h ERÉJ 
EFuEy-h, MEAE, Rbk E 
PR HEO EAE AM 

BR  MwHPHLMESESPIR SE PR, 
有 


El4.44 RARI 


vU?—2gth— gy), 
AH DETTES HA GEIL 于 x-y TID BS Fes DUE LU 式 人 .43) 
让 的 第 三 式 ， 必 有 N,eO0, 所 以 各 ,二 入 ,wn。 由 第 一 式 得 
Ng t LUE: 
p 

hin £X Ij Hl aja "E 29 

0 O patya 

IEEE 2 UE p s 


Ei J) (E d: SR E EB Zr C26 


fija PJ S 


N=|- 2p h—y) — y 
(pi4-*)3 7* 7 (gtRybi? 


D ain. 


EEA P Egi e ERAKAR ud. | 
$44.29 等 时 近 质点 在 重力 作用 下 , 诏 坚 站 平面 内 光 请 的 旋 
轮 线 运动 《图 4.45)。 旋 输 线 的 艺 数 右 各 为 


3365 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


x--R(p-Fsing), g—R(1—cos p), (1) 
3E B HR TE e= 07k Er 3 80 I3 Je] H8, 


图 4.45 WAEI 


鲜 ” 因 为 质点 的 运动 是 一 维 的 ， 故 取 弧 长 s UE. Neo 
HF. s 二 0。 由 方程 1 ) 得 
dx— R(1-Fcos p)dp, | dy—R sin 9 dg, 


T 
(ds)? — (dx)? + (dy)? —4R* cosi dp 
FAHR 
s—4AR sint, 
代入 yy 的 套数 方程 ， 得 
y-s?/aR, C2) 


因 因此， 能 量 积 分 为 
lose mgy— E, 


将 式 (2) 和 v= 二 ds/dt WV A EX, fü 
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设 质 点 达到 最 高 点 时 强 长 为 se， 此 时 


一 0， 由 此 可 以 确定 


E-mgss/(RR), 


FL C30 uf EUS H BU rtr BE uh E 30] e 


To ds 


/R 


一 上 i =m = 
o i V g 


由 此 可 思 ， 质 点 的 振动 周期 与 所 幅 so 

的 来 源 ， 族 轮 线 也 因此 及 叫 摆 线 ， 
为 了 与 普通 的 单 摆 进 行 比 较 ， 将 

导数 ， 得 等 时 择 的 运动 微分 方程 为 


d*s mg 
m-pa Y IR £ 


ER, XKWEAL 等 时 摆 名 称 


"y 3 ouf t oix 


— 0, (4) 


35181 K o9 AR 的 普通 单 摆 ， 靶 运动 微分 方程 为 


d?s . 8 
mj Tg sin -yp 50. (5) 


Hl4.46  Sipp Hs m EDDA 
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妆 单 摇 的 振幅 很 小 时 ， 方 程 
《5) 经 线性 化 后 就 是 方程 
《4 )。 因 此， 普通 单 择 只 有 
TE fs ds d, F SE UE ÍEUM 3A 25 
县 有 竺 时 人 性。 从 上 几何 上 站， 
Jig $5 ERTE JR zs RPAS H Et 
是 AR, dmI4(0,4R) 这 一 点 
rpg, AR 为 站 径 作 一 画 
是 ， 这 个 男 是 诈 输 线 的 密切 
圆 ， 在 原点 附近 非常 接近 于 
旋 较 线 《 图 4.46)。 


惠 更 斯 (<Huyghens GCC,, 1629—1695) 提出 实现 等 时 捍 的 一 
种 办 法 是 在 半 经 悬挂 点 两 诸如 上 两 个 夹板 《图 4.47)， KER 的 形 
状 取 为 昕 合 旋 轮 线 。 于 是 可 以 证 明 ， 皖 动 时 点 的 轨迹 就 是 旋 辊 
tk. | 


图 4.47 等 时 后 


例 4.30 — HER p m a ER TE JE HE pet D oir x? p y?— 4az 的 
AREE, zE, ach E. 24 HER EL 7] SE FE: ^ 48 28 
2e 的 水平 圆周 运动 时 ， 受 到 一 个 冲击 ， 使 它 在 沿 抛物 面子 午 线 邯 
向 区 得 一 附 其 的 速度 =v58a 【图 4.48)。 求 证 以 后 小 球 章 运动 
A UESEBR mi TE PS Ok F iz Bl. 


图 4.48 Fgh rcKEfSBA e D E g a 图 4.49 XH 


解 ” 选 用 柱 坐 标 ， 括 物 而 的 方程 为 


(p ik C haigonz], g ur 应 为 “ 海 *。 
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p?-4az. 
2y 3 7] IN 5j z yall de f C4. 49) 为 


= dx p 
— arc tg ds arc tg ETE 


设 受 到 冲击 以 前 ， 匮 局 运动 的 水 平 速 DEG uu. gp cb AGE 
p-—28, EE z—a, i a-m/4, IUE. —ma,,. PAi JH 
eu uale su d 
v.» 2a* 

根据 己 三 一 而 az， 可 以 得 到 另 一 方程 


1 
No V-ma-9. 


由 此 解 出 tt 二 vw 294。 上 时 质点 对 z Bhig xh AE 


C,—mu - 2a—2ma » /2ga, 


Ft Ex I9 A BL RETE 23 
Iu T fmgz —Lm * 2ga-- mga--2mga, 


TrhhpdefEHDERS Maa EET. 但 由 于 冲 量 与 轴 相 
38, WEB no EE RN EOM x 轴 的 动量 算 没 有 变化 ， 所 以 仍 有 


G,-:2maw 292, 
然而 动能 增加 了 三 moi —— maa, FERIRE H 


2mga -- i mga=5 mga, 


出 于 约束 力 和 重力 对 x ATR (图 4.49)， 所 以 在 
以 后 的 运动 中 质点 对 zd$4589:5h& Arp. Hg 


mp!o— 2mav/2gà, C1) 
HE ST IZ fX 


Sm (P+ pt gtt z?) mga = 5 mga, (2) 


[d 
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FESR TU pHBNUMEBEU ae, M w=, di XO CIO 和 
(2 ) 中 消去 9， 将 利用 =ar, ui 


2a*g 
z 


当 质 点 上 升 到 最高 点 或 下 降 到 最 低 点 时 ， 包 二 0， 代 文 上 式 便 得 
2z?—5az 4 2a* — 0, 
解 上 述 代 数 方程 ， 得 = 一 af2 和 z—2a, XP AME 和 的 w， RRA 
a/2 妇 sz 二 24 上 成立 ， 芭 质点 运动 的 雪 迹 害 限 制 在 两 个 水 平面 一 47 2 
和 = 一 24 之 间 。 | 
例 4.51 球 所 ”质量 为 由 的 生 球 用 长 为 革 的 轻 枉 与 辕 定 点 O 
相连 。 如 果 重 球 不 限制 在 某 个 竖 直 衬 面 肉 ， 则 称 为 球 摆 。 试 分 析 


Ww 二 T 2gz—5g9a8, 


球 摆 的 运动 ， 
解 ” 取 柱 坐 标 ，z 轴 坚 直 向 下 。 小 球 有 一 个 约束 方程 ， 即 
p+, 
有 方程 


mp*g 一 Ga 《常量 )。 
根据 机 研 能 字 恒 ， 有 方程 

lim TET gs 十 22) —mgz=E (ED. 
由 上 两 式 消去 9 ， 基 全 只 二 pte zy d 


2 
G 1 2E 
vr (^u) " 9 —2gz-————. 


由 约束 方 程 得 o8. RAS EAS. 


G 1 2E 
ve EY "pat 288" 


Au.EBu-— RE. RAF RRA ME mE, Ma v—0. f$ 
z ATERKIA EE 
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$ o) me eb cb due. f cm 41) 
WEM [bcc mde BTE RA AU dU 速度 为 wu 
诏 纬度 方向 的 初速 度 为 ao， 则 有 
m 
E-— tui tri) —mgioy 
G= mug P — ri * 
ELikGEDQRRAS;ERONLOH, up 
P (z,)es— 


UO (ph 2 
29g (i -— E$) *0. 


另外 ,有 i—e65)— —o5,6(—D 0,90 0D 0 $1 b CE 609) 770, 
ZREJE C Ei, —D zz lH] 84b fi AAR, XA ARILDA 
用 。 另 外 两 个 根 杰 分 成 病 种 情况 来 处 理 : 

Ci) 当 全 1z0) 之 0， 有 即 初速 典 洪 子 午 线 方向 的 分 量 vU. 不 等 于 
F, F iei, +b z BEATE z 利 Zg F, H x10 
时 ， 质 点 运动 限制 在 两 个 水 平面 52 和 zz. 之 间 { 会 不 会 出 现 
z 0 的 情况 ， 从 物 吾 上 看 何 时 实现 ?}， 风 图 4 .50(a)。 

Gi) 当 出 (xz0) 二 0， 即 初速 讼 滞 纬 度 方 向 时 ， 那么 = 二 zo 就 


Ki4.o0 — ERI BLAU xm éd 
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是 其 中 一 个 根 ， 如 果 此 时 多 "(2z0) 二 0 同时 成 立 ; 则 = 一 aa REGE, 
JL d — Tr kE EEA os zi. ug — ^4-tESE Cond P (9 c0, 
JH EFE EE. H 见 图 4,50tb)。 

jE ' (xp — 0 的 条 件 是 


NN D: 
d un) =( zo tas) (225) + (23 — i} 


ui Ffi ia a (zi — È) =0, 
g 


IL 


TX ETER -y L= p y E TIE 
£z. i 

例 4.52 锥 面 上 的 惯性 运动 设 质 点 
约束 在 光滑 圆锥 而 上 (图 4.51)， 除 了 约束 
Hah, iU Eb ( 重 为 也 不 让 ) 人 作用。 证 
分 析 这 种 理想 的 慢性 运动 。 

和 解 ” 取 球 坐 标 (r;,8,9)， 则 8 二 0 就 是 
约束 方程 ， 共 中 心 是 圆锥 的 中 顶 角 。 

因为 的 能 恒 为 堆 ， 根 据 机 械 能 守 短 ， 
可 知 重 点 的 动能 守 书 ， BOSE BE ALTRE. 
spa px rh He p HERE r r0, resin 0), 
Bt EAE BEA S TA B9 A E XE 

r? +r? ptsinta=C, (ER). (1) pl4.5i 锥 面 上 的 坐标 
此 外 ， 约 求 力 与 锥 轴 相 这 ， 质 点 对 这 轴 的 
JEHETTE, HE 

M sin?*a— o, (CHE EO, (2) 


消去 ， 得 (1) 和 (2) 


m c 
dt —- 1 rê sin: a " 
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doo Eee, fti bip, A 


dr : e 1 
——-—— + rsin? ag » Lo- 
dp 7 c2  risinig 


xk 3 It ex S de Bo Gcr PE. 

xk4- Jj; FRRELIDEEGREOBUL, [H5 f WLHIPPRREBSJLIIEESO. 324] 
来 作 一些 变 换 。 把 u—1/r fü y—9 sin a 作为 新 的 变量 〈 注 总 是 
"mE, TEHER GU 7j T8 A ELUCTES RC 


dus? e, sina u? 
(3) = pa 


3y R. $8 

d?u 

potu. 
显然 ， 这 个 方程 的 通 解 是 

u= AÅ cos ý+ B sin y, 
Hoh 4 和 日 是 积分 常数 ， 击 初 条 件 决 定 。 将 u=1/r 和 一 9? sin a 
代 问 就 得 轨迹 方程 。 
Ar cosie sin a) + Br sin(o sin a)—]1, (3) 
这 是 一 条 复杂 的 窑 间 曲线 ， 
现在 将 锥 面 沿 Y= 二 0 这 条 母线 章 开 , 手 将 它 展开 成为 一 平面 局 


图 4.32 EMEF ARAE 
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i dd i EINER FEAR Bop mm e e a Eg ol i Rp no Ru ei RA RUN V ECT E CURRERE Sap ers Far 全 


X 《图 4.52)。 设 锥 而 上 M 点 的 球 坐 标 汶 (7r,5,8)。 在 展开 图 上 ， 
Ham Mo VM — sina) pary, -MOM 就 是 六 外， pub r 
A» 9 mIbHÉGEEN OM SRBUEEGEd. ZETHPBREXCO ) 在 平面 上 的 极 些 
标 方 程 为 
Ar cos y 4- Br sin y —1, (A) 
du Stk xk - I JEDE E pc iEC P6 Se b (x10, Wh 
x-roosW, y—r eain y, 
BibL. AERE EF oto RA 
. Ax-4- By], 
这 显然 是 一 条 直线 。 最 后 的 结论 非常 简单 ， 如 果 把 锥 面 展开 成 平 
面 之 后 ， 质 点 惯性 运动 的 轨迹 就 是 这 平面 上 的 一 条 直线 。 据 此 ， 
村 想 找 锥 面 上 惯性 运动 的 轨 和 过 ， 只 要 按 科 牺 件 在 展开 面 上 画册 一 
条 直线 ， 然 后 再 把 这 个 平面 效 起 来 成 为 锥 面 戴 行 了 。 要 注意 的 
是 ，w 一 0《〈《 对 应 于 y 一 0) 和 9 一 2 (对 应 于 二 277 sin o) fH 
上 是 同一 条 组 线 ， 所 以 在 展开 图 上 要 把 wW 一 0 RI  — 27 sin a F fE 
同一 条 雪线 来 看 律 。 上 比如 在 名 4.53(a)? 中 ， 在 已 知 两 点 A I3 B 之 


gp -7X 
W uina 


BL 
H Th 
+ 
l 
I 
| 54 
1 / 
9-0 — NGAHOEGT 
K A fegn ü SA 
` A V m fonna 
M "i 
^ A 


ta} (b) 
图 4.53 m p BD IÉ REGE GN 
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间 可 以 作出 两 条 直线 40B 和 AEDEB, "tm dE AR IS ISI TRUE 
x&xh gk. PPEXEV-—O0£& EA D Hdné—2- sin a£& Eft D ARR H 
面 上 同一 点 ， BichdE CBE LESDB:ESXE 4878 L8 DEB 
Am LAEISI— 48 £k. I SCHO PLU AE dU Te pp EA AZ BEA [el ITE 
闸 而 得 到 ， 反 图 4.53(b)。 | 

这 个 例子 只 是 一 般 惯性 运动 的 特例 。 一 般 说 来 ， 约 束 在 光滑 
曲面 上 的 点 ， 在 不 受 任 何 主动 力 时 的 运动 〈 惯 性 运动 ) 的 轨迹 是 
曲 而 上 的 所 请 测 地 线 或 短程 线 。 在 它 的 邻近 的 小 范围 肉 ， 测 地 线 
是 两 点 之 间 最 短 的 曲线 。 尘 面 上 的 测 地 线 就 是 直线 。 球 面 上 的 测 
地 线 是 大 图 。 田 面 上 两 点 之 阔 可 以 有 儿 条 测 地 线 ， 比 如 ， 在 地 球 
球面 上 由 北京 到 星 明 的 测 地 线 有 两 条 ， 一 条 是 短 于 折 贺 的 大圆 又 
Er, B-A kF FEE. HFa eE CHE, ED, M E 
JEOAS?EdJEBHJE JG. HE Eg QU He £5 SC E E Re 

习 题 

4.1 BÆ EpL UL SEE ips KE BU 4 P625 a, H. € BL dy 
akui w， 求 飞机 在 水 平面 肉 作 圆周 盘旋 运动 的 4515. 
EE EPLE EMIF A EE Fo. 


重 p， 当 保持 摆 线 与 竖 直 线 的 XE 


AH o I (Iu o), RRE 


HE 4.2 图 E 4.2 图 
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H)3E HE-K o]: o 和 线 中 张力 必 大 小 工 。 

4.5 WA GR P, mHipssdttdriy SEA ETE (WED. mss 
gExI—OGHIBEE D eE EA ahe b. DARE B mb dl 
EE ÉIRE A b BRAIRE BOO Uy, RERE UU BU KT 
与 x 之 计 的 关系 。 


2 2 
4.4 URRU A m R- EIE T O 


BAID IESBEES y 轴 平 行 。 当 t—0 时 ,质点 的 坐标 为 x—0.)-b, 
HEERA vo. RAAE PGE EFE (T iE BESEB Jj. 

4.5 图 示 物 块 的 质量 为 m4 一 20 Pr, 
mgc—10-F35. Hk PELEH E., MA F 
THREE EIERE, ATipÜüR-ToRu e | 
BE. THER. ARI DEIEHTIBEEHB 
AJJ F—294 PR, Re A RLB By ui HE e- 

为 多少? (9.8 &/f55.) 

4.6 EF KILE F. EBEE A I iE y 
AJERIH A 1.5P, ZE'CIR JJ R—-KPv, AP A 
kA. KAH S 9L ETTHSER ER SE RE, 

4.7. 质量 为 好 的 汽车 在 水 平公 路 上 行驶 。 
ZR ELAD E GERREA) 是 常量 P， 地 面 阻 办 为 常量 ， 
POBRE 2KBECGw. JAE HBAR JEHA R. ER DB] 5. EER s 后 ， 
EAEE v. 求证 ， 

a= (Mw3/P) (In[w/ Qv —v»] — (v/w) —v*/2w*), 
t= (sto) + CM v? /2 P), 

4.8 "Hii EE VUBERASR. [GEHEN IRIE DA xR. GEHE 
Ap. XGuhqpEBEJDE. 已 知 襟 气 阻 力 的 大 小 等 于 6mprv, 其 中 
上 为 空气 的 粘性 系数 ,Tr 为 油 注 的 中 径 : v co aua HOME AESE HE. "du 
ksE HC THEBIS 7375: 96; E. AbT 4E, SUB. nh dA Br 
的 电荷 ，E 二 常量 是 电场 强 座 。 求 油 滴 降落 时 的 运动 方程 ， 
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4.9 BAr EBHLE S3, S3 E029 1.5 Ej, dg XE HE 
130 A HL/MBI, ASA HAF 0,205? (Atr ANM" JAR 
ME KALETARA EE X. RAR AAT ar K Rh KOLASA HI 
GRE., (B xEdEJH-T RI 2E E BS CERE Xn de SET 0.5 mE, qu] id 
"E 8r uit Br FC BE n] a dg db 

4.10 ”物体 无 新 速 地 自 极 高 处 自由 游 下 ,假定 所 受 引 力 与 到 
HORRETA REI, FA A ORNER OH, Aib 
气 阻 力 ， 求 物体 的 速 谍 和 运动 规律 。 (提示 ， 可 将 时 b i RR 
Ba BIER x B3 EH LO 

4.11 4E E—SPXEHDAUEEL EE. CL — IV Ak Re ER 
P3 EBBI az 38g BIZ E zi] Hi BUE SE EE, Akes 73 99 p] Hi 
心 。 今 有 一 小 球 自 地 面 无 初速 地 放大 隐 道 ， 分 析 小 球 的 运动 : 

C 10 求 小 球 的 和 挝 动 方程 . 

C2) 3E 58 El xb PS E AEE IRI, 

(3) 小 球 到 村 地 心 时 的 速度 。 

(Ha ERAE. f£ER — 6370/8 IH. 079,835 / £5?) 

4.12 EETA AiE Ab. MR DHE FHR, 
不 计 小 球 与 队 道 整 的 摩 控 ， 结 果 有 什么 变化 ? 

4.15 在 4.11 题 中 ， 假 如 有 一 物体 自 址 面 上 高 只 处 无 初速 
地 下 落 ， 且 当 它 医 到 地 面 时 恰好 挤 进 隐 道 ， 求 证 : 

C10 物体 到 述 地 心 时 的 速 认为 v29R.。 


(2 》 它 到 达 地 心 所 需 的 时 间 为 (1+ 广 ) R79。 
4.14 ”将 一 质量 为 mm 的 石子 以 初速 v. BELH, "e m 起 


点 时 的 速 席 为 za， 设 重力 为 常量 mg, 
C120 WRZE JR HRE v FARE, H RIlmke, 


kop 常 量 ， 求 证 : 4 二 v0(] 十 Kv8/g) Es 
(25 in R—mkv, iE: 
g —ku—(g-r kv expl —K Quo v, / 0], 
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4,15 在 一 固定 滑轮 上 穿 一 强 ， 强 的 
一 端 挂 一 重 岁 :一 3 公斤 的 硅 码 ， 绳 的 另 一 
teii., frxhiMbib E 3CEE - 绳 ， 绳 的 
pnr gE WA aW SLA Th 
硅 码 。 不 计 强 和 沸 轮 的 重量 ， 不 计 摩擦 ， 


AUS AP RE DO iE M h JT. 

4.16 BEATAE I, LARARE, 
Ti 5RR. CAIÉGRGARDOYUP ED. mo R 
RTR b, MERRIES 到 上 端 4 处 aj | ad Led 
再 无 初速 地 县 放 ， 求 重 球 落 至 最 低 点 呈 时 WoW W 
BERGE pk fa] UI Je 4I x B Dr IRL. Ei 4.15 图 


A.1T HERS B k A Ka 的 两 
Merk Lie 天 花 板 上 ， 下 端 挂 一 质量 Oum ms He. YD 
算 物 块 据 动 的 周期 。 如 果 两 弹 赞 并联， 振动 周期 允 为何 值 ? 

4.18 用 一 弹 先 把 质量 分 别 为 w; 和 ms 的 
两 块 板 连 起 来 ， 问 必须 加 多 大 的 力 在 上 面 的 板 
mi 上, DES DARGA FE RI Bu R 
m BE T EP BU AE e o E Sm? Pir 
质量 ， 不 计 空 气 阻 力 . 

4.19 EH LR REIKT, Ehi- PERR 
gia P, HAE e Pae A E BE 
v FER. RARE, EX E 4:0 JL Bm. rr p PE 
qux h P mA mE, 

4.20 R LHE E, HKA b 下 端 挂 一 质 量 为 ma 的 物 
He , 静 伸 长 最 为 as。 现在 这 物 块 上 再 挂 上 质量 为 m. 的 为 一 物 块 ， 
御 让 弹 繁 种 长 ， 达 到 新 的 下 衡 位 置 。 如 将 物 央 ms 突然 搬 去 ， 求 
物 鼎 mi 的 运动 规律 ， 

4.21 AZERE AK. 牧 块 4 , 电 和 DC 的 质量 分 别 是 29， 
m Em, ASI B BB 4 Ei £a T 6H one TH 连 结 ， 
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B $n C 2.18] HIS RERHE £l. dE CIC a, gi Pk XU cma, 
JHI—IBAEtEtEA,55 —3-jETEC ,是 使 弹 答 维持 原 长 。 现 两 手 同 时 
JEJE. 如 不 计 强 和 弹 和 沈 的 质量 ， 求 证 太后 
三 物 块 的 运动 骨 是 篇 谐 运 动 ， 大 求 出 振动 

O HI. APIDAE R PH, 


EE 4.21 图 


4.22 BERA CK "E REAR e RE. APEA 
Bgi 45 u—20 K/A Gp znBgD , 两 轮 中 心 距 离 221—392 X, 
WEBER u—0.32. Ap. KR HOD CÓ ESSERE. 
右 Xo 二 10 厘 米 处 ， 惹 速 vQ—0. ERARE, X« 9 二 980 厘 
EN, 

4.23 ik E E e iei a B: a 
到 的 阻力 等 于 omo, Hepe AER, mA 
质量 , Uv D E. piah 35 8 px dr SER Jp 2E. 
衡 位 置 距离 为 a 的 地 方 ， 而 后 无 初速 地 放 
手 。， 它 在 运动 中 巡 度 第 一 次 为 才 时 离开 在 
Qu bri REBEL b RHE a i md RA 

(14-26a)68 ?**—(]1—2cb)e?**. 

4.24 Hi 180 A Hr Bd sip. E pu i 
TER XR — 30s T / LIE BOURSE E EL B 

BOSE 机 被 限制 在 又 次 方向 运动 ，9 二 980 厘米 / 
E. BaL FERE 0.2 公斤 的 重 物 ， 距 转轴 的 距离 6 二 1 
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aanu qum pa- 


厘米 。 求 : 

C10 礁 生 共振 时 的 转速 nm (以 转 / 分 计算 )， 

(2) 当 电 动机 转速 为 3000 转 /分 时 ， 定 常 插 动 的 振幅 
A 


4.25. 质量 m—2 的 质点 有 一 弹性 力 的 作用 而 灌 Ox fixe zh, 
弹性 力 为 —8xi, [B 定 外 IERI F—12costi,H du x—0, 
5 一 0， 求 质点 的 运动 规律 。 

4.26 —dE SR DAMES o. WE v. AWE a hh RHE F iE 
EA GEO UAI PONI AU) 43 A AER 23 e 取 和 省 种 不 
REH iex a zs ht di CD fe. EEKRCETHEBURD. 

4.27. Maa g Eem BAE— Ed. mA aCEGH. 
EHPA ER rk. 如 以 仰角 8 或 射 ， 则 落地 处 在 自慰 以 
R HAERE 米 。 盆 定 炮弹 的 蛇 口 速 讼 相向 ， 不 计 岩 气 阻 力 ， 
求 仰角 应 为 多 少时 二 能 恰好 击 中 目标 ? 

4.28 MERRER R. RAER E E E A 
讼 是 是 ,两 男孩 的 肴 高 者 是, 球 在 局 的 高 度 被 抛 出 或 接 住 。 如 果 
孩子 们 能 以 速 座 vo 把 球 括 出 ， 求 两 人 相 取 的 最 大 距离 。 (提示 : 
分 别 考 虚 (Ho) 去 于 和 小 于 91/49 的 精 形 ,》 

4.29 “求证 折射 和 栖 洪 等 面 的 最 大 射程 等 于 在 飞行 时 间 肉 自由 
落体 所 经 过 的 焉 离 ， 假 定 不 计 人 空气 阻力 。 

4.30 一 枪 自 同 一 地 点 射 册 两 题 子弹。 两 子弹 在 同一 坚 直 平 
HAGA WAERME 6。， 发 射 角 分 别 为 01 和 cas， 两 式 发 射 的 
时 间 间 隔 为 *。 求 两 子弹 在 塞 中 恰好 相 过 时 应 满足 的 条 件 。 

4.31 一 火 灼 故 在 高 为 下 揭 田 项 上 ， 如 炮弹 的 初速 为 we， 不 
计 空 气 租 力 ， 为 了 使 雹 弹射 到 直面 时 的 射程 最 天， 却 速 与 水 平方 
向 的 夹 角 a 应 为 多 少 ? 

4.32. 将 一 质点 以 初速 wo。、 仰 角 & 搞 出 ， 质 点 受 到 的 阻力 为 
kme, Jrp kE% A, m 为 质点 的 质 量 ，v 为 速度 。 求 质点 的 6 
度 与 水 平 线 之 间 的 夹 角 大 小 有 为 上 时 共 所 经 过 的 时 间 。 
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4.83 $4 mj OA t; OB 
PiE a A, BA 
Abit F, WE v. 
H.x& ig Fa iO, Bom 
OA-a, P3 p m4 mi OB 
时 其 速度 与 08 ffi d. 


Tm 求证 ， 
"UN 2ga sin? B —  — 
"s — gnas in B cos(a-- f) * 


4.34 上 自行 车 竞赛 跑道 转弯 部 分 的 路 而 外 侧 吉 于 肉 倒 ， 与 水 
FHH.” FAPA R IE 胎 与 路 面 间 的 麻 捧 系数 
As. Ja] Ep fr 3E PES Ir 3 Rx C5 Bo) REED 8 少 ? 

4.55  TE(Gi fag FEE BE AREE ZKORGEÉT—JEIER. GE 
X Vo RAER EAS UL. 

4.86 MA — AA SF PH F S RE A A FB S] i 77 e A [8] P3 RC 
H ^ibzRCOH 5. REEE A t a RAE EAk 
Ass 

4.37. — MEA mE R SE BEA REJEA S] AEM. 
在 一 站 线 上 运动 ， 比 例 系数 为 开 。 如 果 这 质点 从 离 原 点 串 的 距 离 
为 & 的 地 诅 开 娩 和 运动， 初速 为 需 ， 求 它 到 达 原 点 所 需 的 时 间 。 

4.58 说 明 下 面 的 府 证 是 若 正 确 ， 如 不 正确 铺 在 哪里 ? 把 一 
Bi mpi EE AA ESAE RLRTEBEDBHUSR SR Rim OL 
ALLEI y—1)0, RE pk tR FER. fk TRERSÜT RIDE E 


J 二 5 处 时 ， 重 力 势 能 三 小 『 mg3， 弹 性 势能 增 加 TFK, 其 


中 万 是 弹性 系数 ,所 以 平衡 位 四 的 6 由 下 式 给 出 : mg5 一 了 62 ， 


Bi 5-2mg/K. 
4.89 质点 卫 受 中 心口 的 吸引 ，31 力 Ff 二 Xm/x4， 其 中 * 二 
OP, m ARARE., keg. Wi, ES OP =x qui 
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ya, R 当 OP 二 二 ve 时 质点 的 速 诬 ， 
2 


4,40 ”位 于 地 球 表 面 的 质点 上 其 AE 向 上 的 初速 度 t 加 一 
v2gR GEZER) ARUbERÜUCHD UID, RE SR 半径 , 9 是 地 
球 表 面 处 的 重力 如 速度 ， 求 质点 的 运动 方程 。 

4.41 RIEM ERES ZETE— JI REB 8S E THAEHIE O E Hr ER 
MRE Aeh) 是 第 一 宇宙 述 度 ( 必 贺 周 运 动 的 速度 ) 的 v2 fi. 

4.42 OPE PGE AB-DE mx CUED, CTA ABS GE BE 
3553s, BCD 是 中 径 为 和 的 画 轴 道 的 能 口 ， 一 PDC 王 一 COP 一 ae。 
An IHE, ENARE À Bi £ebRb-FEDE D-E at RAD UL LEID 
fmi? 33 Fd h iik, a froh db 


Ez 4.42 图 


4.48 ERARE TAB TR B HEP 
faafByg1.5f&. — M d Em Rok PEHE 
HALE FERE HHE H M» 
£5 BS xa xg HPR EARE, 
求证 ; 

C12 NX AE Did» £5 TU] HT RS SE 
HEV ga/2; 

C22 WAMI R, PEK 
Bua EXSILIO Æ 1:2:v 10, 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


4.44 质量 为 中 拥 长 为 上 的 单 摆 从 M iE HB qug Jo xe aun 
《 见 图 )。 在 4 处 有 一 细 铁 £R,OA-Rh,OA tj UL er fv Be fü P. 
HPEH RE TERA n. anM HDS A dE. PAARE o Um 
PF REEE mE Ak iga M ESEE Hd? R RTE TEk RRI 
RT; etisk Nri T ml 

4.45 应 用 能 量 积 分 解 4.13 Hj. 4.16 BU FD 4,19 题 。 

4.46 JETE Fh im [Exe T OG HE ACE GRE EARS On. X— 
端 与 桌面 上 的 质量 为 内 的 小 球 只 得 连 ， 绳 子 的 自然 长 旗 Ma, pé 
EREE k, mkali OP 一 2a， 目 .小 球 的 速度 算 道 OP. cRüb: 

C15 如 时 起 始 时 小 球 的 动能 超过 总 机 械 能 的 四 分 之 一 ， 则 
以 后 绳子 不 会 再 达到 人 它 的 自然 长 座 ; 

(2) 如 果 起 娩 时 的 动能 是 总 机 械 能 的 五 分 之 一 ， 则 绳 将 
在 某 AEA GRKE, HE LM PR TERASE A E fA 


4 m 
HAS 

CET: MHATHAR E. HERT REDTHERK 
时 ， 强 子 处 于 经 强 状 态 。) 

4.47 求证 :在 妃 与 距离 的 平方 成 反 缠 的 柄 圆 运 动 中 ， 动 能 
XE [ELA 2E: 99 ifc ^8 D PR BEST ERE EHER — 7. 

4.48 Wi m B LS EK ES EzESEFRODES TE ab F 
BIRRA; FROIHEHOQJCohISNDARTÜXECEHUBUIER Blnehjb. JEHA r 
23 A, R RAET fc E E PEE pg fot die a Br 183 383. 

4,49  — A RA Ef BEA H. HON y, BRE EEH 
Vo 的 REPER Ox v0 LR HETA EF TE A Em 0 [8] Eie FATO 
不 i 液体 的 阻力 ， 求 圆锥 竖 向 微 振动 的 周期 . 

4.50 ” 御 径 冯 玉 的 均 质 图 球 浸 在 液体 中 焉 衡 时 ， 浸 天 部 分 的 
深度 为 &， 不 计 让 体 的 咀 力 ， 求 园 球 坚 向 微 振 动 的 周期 ， 

4.51 — AEA m f ROG HU dO, 位 干 一 长 为 21 Blk 
£EER L. HETA A A PT RHE EH SAER P 9， 求 质点 在 
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PEE E Rok. REFA mít, m Hit 
HEMDE F , t 是 带电 质点 间 的 距离 。) 


4.52 一 容器 的 体积 为 Ye， 其 内 部 单位 面积 上 的 空 气压 力 
《压强 ) 是 po 等 于 外 界 气 压 。 容 器 上 联 有 一 和 截面 面积 为 的 加 
管 ， 管 口 有 一 质量 为 区 的 活塞 、 假 定 容 器 内 气体 的 压力 p 与 体积 
V 之 加 的 关系 为 pV 7 一 常量 ?是 常数 。 不 计 活 塞 麻 往 ， 不 计 忌 
体质 量 ， 求 活塞 在 平衡 位 置 附近 作 微 振动 的 周期 。 

4,53 弹性 绳子 自然 医 许 为 2， 两 端 固定 在 同一 水 平 高 度 的 
站 和 日 两 点 ，AB 二 2!。 将 一 重 球 固 结存 绳子 的 中 点 ,在 于 衡 时 
ABC 成 一 正三 角形 。 如 将 重 球 含 离 平 衡 位 置 ， M SA E B ioi 
动 。 求 证 重 球 在 坚 向 作 微 鬼 动 时 的 周期 是 


al 一 -一 
T—any Y =s, m 
Tg g 


4,54 DREA 公 ， 可 在 光滑 妊 杆 上 滑动 ， 杆 与 水 平面 的 
夹 角 为 a， 环 用 弹性 绳子 与 一 美 定点 相连 ， 闫 定点 到 杆 的 乍 直下 
离 恰 好 等 于 弹性 绳子 的 自然 长 府 ， 轩 定点 与 杆 在 辣 一 晤 站 平面 内 
且 在 杆 的 上 方 ， 重 力 加 速度 为 9, 强 子 的 弹性 条 数 是 记 。 求证: 
C10 平衡 于 绳子 与 妊 杆 之 问 舶 夹 角 8 满足 方程 
ctg 0 — cos 0— (mg sin a) /Kls 


(2) E ZE (pr ELE UE PE fti nh nr 8] 398 2 


T=27 / y X. -sinto . 
ri 


4,55 在 相 平 面 上 商 出 4.20 是 中 契 点 和 4,22 题 中 森 条 重心 
Bo T8 ELE. 

4.56 质量 严 一 0.2 千克 ,弹性 系数 K 一 3.92 FOK 的 质量 
HÉAE IEEE, Wilh sckCET NIE eBx GA n-—0.12. EU 好 时 将 质点 
Hrs hE 20 EeAbguJE C SEGHUCEE HE LR IDSECEE E d. 55 zx 
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EH 7j. Nw 9—9.82k/$b*, ERARA ME. HEIM E isi 
EH C E Xs x5 TR LE. 
4.57 单位 质量 的 万 点 在 有 心力 作用 下 沼 Ox 轴 运 xh, BI 


b*? 
Ji Ox 加 方向 的 投影 为 一 -三 十 二 5, HeBa, ab», 


Hb«a, Hiit ERE xac a—b*. WRR, 

C1) 求证 质点 经 过 时 间 志 一 as“ 以 后 到 达 x 一 4 一 
v/ a? —b? S, IEE EE D MTE xo TH x, zc di] xe Del deos 

(2) WFH bii Hii 3639 f AR PLI 

C3 5) RA TE RR E 7E Php foc iet EH Xo TE fo eoi REA CHE X 
它 和 (1) rf 2, AAKS), 

4.58 在 4.16 题 中 ， 如 果 bon, 


C12 求证 重 球 运 动 的 周期 为 


(2) ÆHF m Ei Hi x oz BS RH PLE. 

4.59 PEARAAMA RE PAED. SEX 
JERKA R, SÉJERDOdE K—(42-2)mg/R, KiE EER 
TA A Mb. 5 — ima i m B3 
HIR OP. PRERÓIÁETYERS L. 

( 1 2 GERE P PF E 9; 

《2 ) RAP ERE T- Bur Dr iE 
附近 作 徽 振动 的 周期 。 

4.60 求证 ， 如 质点 受 有 心力 作 
用 而 作 贺 周 运 动 ， 其 极 坐标 方程 是 
P 二 29 cosp, WHARA EFH o 
frg X a AE 


Rma? hk? 
pas ps » 


thm HRABAR, A— pzg 是 面积 速度 的 两 绒 。 

4.61 求证， 如 质点 亚 有 心力 作用 而 作 双 纽 线 运 动 ， 其 航 坐 
标 方 程 是 p? —a? cos 29, 则 力 F— —3motk?/p', 其 中 呈正 的 章光 
同上 题 ， 


-二 —m( + ) 


— 
ju| J& GE 7; Fi 7B HR Abb Co e? BT 753 7 


a 
P—"l-cecoske"? 


Abu dn v SR RB ve Uo —v/Eta ha * ,e— Aa, 
4 是 积分 常数 。 

4.68 质量 为 mn 的 行星 在 咎 巾 引 力 《 大 小 为 xm/7*) 的 作用 
下 的 运行 轨道 为 一 糙 贺 ， 它 的 侍 长 轴 为 <“， 求 证 : 


利 四 这 个 公式 证 明 在 椭圆 短 加 端点 处 的 速率 为 Vp/4。 

4.64 质点 在 有 心 3 引 力作 用 下 运动 ， 此 态 的 天 不是 质点 到 力 
DEE r 的 务 数 ， 而 质点 的 速率 则 与 此 距离 成 反比 ， Bp v-a/r, 
sk E dau ux. 

4.65 ”我国 第 一 是 人 造 地 球 卫星 《1970 年 4 月 24 日 发 射 ) 
的 近地点 是 439 公里 ,远地点 是 2384 ZH. EL HEER EARS 6370 
公里 ， 求 卫星 的 近地点 速度 v. ,这 地 点 速度 内 和 运动 周期 工 。 

4,56 — SEE S 408 Wi c 6 [Fi] EE h. AUC RO 0E ERE 29. 3000 P 
页 ， 轨 道 和 中 径 志 二 2R，R 一 6400 公 里 是 地 球 秆 径 。 EBRIA ir 
转移 到 半径 1s 一 4R 的 另 一 圆周 轨道 上 去 ， 
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C12 PrI BIS Ma Bi 7] BE 
Es; 
(25) 一 个 最 经 济 的 转移 路 
径 是 利用 如 图 所 未 的 牛 幅 加 四 道 
(QuE Br Hohmann fef PLE). -E 
TF c ffo p d ELA I se SE ART B 
ALASE EE f. 
4.67 fi HE ERI Je E RPL 
Bí 6.64 图 道 都 是 圆周 ， 晶 在 同一 平面 内 ， 
求 队 地 球 上 发 射 到 火星 的 类 入 所 
需 的 最 小 速度 ， 已 知 火 星 离 赤 阳 的 距离 为 1.52 RAAH. 
4.88 始 果 行星 在 远 昌 点 和 和 近日 点 处 的 速 再 分 别 沟 wa 有 和 25， 
AXE 5a4:ps 一 (1 一 的 :十 6， 其 中 呈 为 行星 靖 圆 轨道 的 仿 心 38, 
4.69 某 起 星 的 轨道 为 抽 物 线 ， 其 近日 点 距离 29 Hb XR pLi 


EJM RER E. RE: 
(10 MEGAS, YEDLI RA Ai ob ^p (e fo sit P EF ffo 


i " 2 (n4- 2) — 
时 间 是 一 年 的 一 55 和 * UH. 


TERGLOLULILELAMEILISSODLIXLILIT 
长 时 间 为 一 年 的 纺 - 倍 ， 或 约 76 X 


4,70 质量 为 从 的 质点 在 国定 力 心 口 的 斥 力作 用 下 运动 ， 斥 
力 按 规律 上 二 mr 变化 。 其 中 or 为 质点 的 向 径 , Kon RE. JPG 
时 ， 质 点 位 于 Mu。 处， 其 直角 坐标 为 (ae,0,0) ,初速 为 wm， 其 方向 
A" yd. RR UURXRZBRUÉLUE, 

4.71. ARTHO GHEHE) 带 有 下 电荷 Ze, iih Z Eiz 
BEDEYOGSECERIECGE. ech iE ngu. RTRA BDROUm, # 
EH e' 。 它 以 初速 m HEIA A HO xe 3E 线 的 
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DELL de hiiri a AE A A A r aa 


rr A > 


E 1. 5: 


ERE D, JER 4 FRA 
F=k Zee' fr? 
的 作用 ， 其 中 7 ÀAERT BTE 
HJER; K 为 常数 ， 证明 粒子 
远离 原子 核 时 的 俩 转角 为 
Zes' 


0 —2 arc tg Door. 
4,72. AEA m UR EP X 
| 到 5 个 固定 中 心 01.02 o 08 的 
mul JAAP 与 所 有 的 引力 中 心 - 4.71 图 
同人 在 Ory 平面 肉 ， 且 中 心 c = 
1,2,-,70 的 吸引 力 等 二 Kam Pe, ki 为 常量 , 设 当 二 0 时 ,X* 一 Xo, 
y 二 所 ; 二 0,3 二 V0。 不 计量 力 和 阻力 ， 求 质点 了 的 运动 轨迹 。 
4.75. —JR P 受 两 力 心 Ci 有 和 1 Cs 的 吸引 ,引力 与 距离 成 正 
Ik, 井 各 等 于 kmPC, W KmPC. ko» ER, mos BU E. 
Jj 4» C, MERED, 7] 
心 C: ih x BRÍESESE XS SJ. 
Jt d 893 38 75 fe 79 
x-2í(adcbD, 
a 和 上 了 为 常量 . JA 点 的 初始 
位 置 为 xy——a,2y —0, 0 


UEBER XQ— 30 二 ,如 二 0, 求 
MAREEA PLE. 

4.74 M HBzk der ELS 
itsa. RE: AERE 
BRAKA, 5 
TAMRA 222 公里 。 已 
BRE [RR RIG370 公里 。 


WT 
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《提示 ，6370x 二 222， 图 示 以 不 同 夹 角 发 射 的 轨道 。) 


4.75 质量 为 挛 的 小 球 ， 用 不 可 介 乓 的 线 系 住 ， 在 光滑 的 
水 平面 上 运动 。 线 的 另 一 端 罕 过 平面 土 的 一 小 和 孔 ， 夺 以 常 速 上 向 
下 运动 。 慨 谈 动 确 时 线 是 直 的 ， 球 与 礼 问 的 距离 为 R, TERRIEN 
速 的 杭 向 分 量 为 6， 求 小 球 的 运动 方程 改线 中 的 张力 。 

4.76 MAP EXT Bii bxe us, s RBS — mthi. 
sx Eje ba, Kamo MEARE. Aht sdEIE 
6a/5 HAR dx 5. 后 在 OP 方向 给 质点 一 微小 冲击 。 求 下; 
质点 了 将 在 康 圆 周 轨 道 附近 起动 ， 且 微 找 动 周期 是 质点 原来 作 辐 
周 运 动 时 局 期 的 三 分 之 一 。 

4.77. 和 猎 定 人 造 地 蒜 工 星 的 轨道 是 一 半径 为 * 的 圆周 ， 适 
动 国 期 为 了 了 0。 学 航 员 以 相对 建 度 # 和 商 地 尼 投 由 一 个 小 起 工 ， 
uv Rg, RXHhrzRepfS, 9 "HE E JI InsEBE. 

CI5 HEB hH P AE h £i 39 — 9861 s 

(20 REMAR cde, tPIEq o THp xdi 5s 

《3>》 求 王 的 运动 周期 了 +* 

C4) 车 了 To 一 90 4y,u—10 /Eb, r/ R—1,.04, 3c [EE] Rg 
的 --- 阶 小 量 ， 估 算 一 下 CD T fofi. | 

4.78 ”弹性 绳子 的 一 端面 定 在 光滑 水 平面 土 的 0 点 ， 另 一 疯 
夭 一 质量 为 得 的 小 球 已 。 已 知 弹性 绳 的 原 长 为 上 ， 弹 性 系数 
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K—z2mg/l Jb SP Yexk zm b 以 常 速 率 uv 391/2 (E 
匀速 恩 周 运动 ， 后 突然 摄 住 弹性 绳 的 中 点 上， 取 AP, 求 在 以 
后 的 送 动 中 ， 小 球 的 径 向 速度 6 一 0 时 ，p 所 满足 的 代数 方程 。 

4.79. — HE E ELITR 28 o 的 妊 面 上 方 的 口 点 , 沿 一 光滑 楼 OA 
下 滑 ， 考 虚 重 力作 用 ,为 了 使 这 质点 到 达 妊 面 所 需 的 时 间 最 短 ， 
PH OA 与 又 站 线 记 成 的 角 EAEN? 

4.80 一 椭 厨 环 的 长 轴 是 坚 殖 的 ， 质 点 自 椭 厨 环 上 一 点 党 椭 
网 的 一 条 坦 径 (通过 椭 贺 中 心 ) 下 洛 到 对 边 椭 同 环 上 的 一 点 。 考 
壤 重 力作 用 ，、 不 计 摩 护 ， 问 沿 哪 一 条 直径 所 项 的 时 间 为 最 短 ? 

4.81 光滑 铁 绿 弯 成 抛物 线形 状 ， 其 轴线 是 竖 坦 的 ， 顶 点 在 
下 。 一 -珠子 穿 在 铁 妹 上， 在 重力 作用 下 ， 在 铁 隶 的 两 点 闻 来 回 所 
动 ， 连 结 这 两 点 的 直线 通过 掀 物 线 的 焦点 。 求 证 ， 当 珠子 经 过 项 
点 时 ，。 铁 毕 的 约束 力 是 珠子 重量 的 两 倍 。 

4.82 EARRANN 


x--a(20--sin 20),  y— —a(1- cos 20), 


y PRU ECRGE,. —Ht on mA ASN ERSA. PAAR st 
于 尖 点 x 二 一 xa,y 二 0 Bb, WEAR. RHES, ck 证 在 任何 一 
点 处 质点 对 施 诅 线 的 压力 为 2mg cos 0, 

4.85 在 上 是 中 ， 如 质点 与 旋 轮 线 之 间 不 是 光滑 的 ， 旦 质点 
ÉRE TaD 无 初速 地 下 洛 ， 当 质点 到 达 最 低 点 时 恰好 停止 运 
动 ， 求 证 摩擦 系数 上 应 满足 关系 式 

petii], 

4.84 一 质点 在 重力 作用 下 沿 光 滑 曲 线 x 和 十 9 和 一 1 他 远 
zh. y 轴 向 上 为 正 。 初 始 时 质点 位 于 (一!,0) zb, WESE., SUM 
点 到 达 点 (0, 一 六 时 所 需要 的 时 间 。 

4.85 旋转 曲面 的 柱 坐 标 万 程 旦 2aaz 一 azpz 二 pi， 是 常数 ， 
z 辅 向 上 为 正 ， 一 质点 沿 井 面 上 的 水 平 辆 周作 与 束 国 周 运动 ， 贺 
HERH a, RIER KiE 
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(15 质点 速度 的 大 小 是 wv 39a 
《3 》 如 果 质 点 受到 沙 曲 面子 午 线 切 向 的 一 微小 冲击 ， 则 质 


P 3$ [10a 
点 作 微 振动 的 周期 是 了 |. 
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习题 答案 


—» 
1,1 R-c24AG, 
1.2. i,j,k p NU NGROE,OC du1OA Jr ig, W| R—/2P(Qx 


k); 
w R=2P, cos(R,x}=0, cos (R,y) = v 2/2, cos(R, zZ) 
— 2/2. 
1.8 R= 42 P, 
_ Ei Fa cosg F, ,— F cosa 
1,5 F= sin? o 1 sinta f. 


1.8 设 其 他 三 秆 的 单位 向 量 沪 e Egs €s, M) 
T F-—F(e,—e,reyp; 
1 7 
Ey FF, F == gF, Fs =F, 
1.7 R=3 vV 3e, FV 2 e, 
WX 85 5s Oxyz 原点 在 O, Sfp ae OE, OC 和 0A 方向， 
l| Lo— V 2 PaC- Jr k) ;中心 轴 方程 为 yor, x—a, 


1 
1.8 Pa, . 
1.10 PRK Hxyz 的 原点 在 Hy SIS HA, HG, HE, Vl 


R=Qi+Pj+ Sh, 
La=— Poi— Sbj— Oak, 
: Phe +Sab+ Qac 


— 一 一 一 一 一 一 


"ae 一 
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rr 2.2. o 


c o urn STR. Rmo r 


1. 18 


1.31 
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主 向 量 R—0, XB Lo 二 16i 一 2j 一 17R; 


或 Lo 二 3w 61, 
cos(Lo, x) 216/3v/61, eos(Lo, y) — —2/3v/61, 
coslo, 2) = — 17/34 61, 


Ei sd 2 — [Bk mi . HEAD Ero 55 A RARP D fc CA E 
中 径 chr—VvLP-LLP/R,R 为 已 知 力 系 主 向 量 的 大 小 ;0 
AERP G, Lazo. Lo/R, 


z= SVET, Koh R AURPE 7 为 DEPE, 


z EaR b EL SÉE A f HE $8. 
Na=W, Na-W/243, T-N, 
Pa 


sia p —"WEP,(ucb. 


1 
N,—P/cosa, NgQ4—Ptga,  a-—arc lee 


cos S — Qr OTIP, 水 平反 力 XA 一 一 Q sin seii 


友 力 了 as 一 了 于 Q cos > x pk F. 3 A E IRE. 


W — b.'/abbi—r*—ar 
T 一 一 。 

2 
P-—Q, W-—P(ügactgi), 


x. dide E a |f P. 


sin a cos? a 
e Bri Bu 7; Ro. sin? pg 一 + cosp—90, 
圆柱 的 反作用 力 。 N—P/sine, 
dM D F—P eigo, 


x Mim, Hde xcu. Gi PY ER KE 


M — 
m Meem Pu, alu I. , Zar dh? I ERIGI, 


n- -—— ^ —- 


1.83 AEE 人 一 人， 


W,—W, b 
a 


, REKI, XUOBD RUE, 


1.85 P/W=3 etg 8/2, 

1.3886 T —3W. 

1.39  (1-eos a) tg a— W /2Ka, 

1.40 P —S es(1-2.). 

1,41 P-—14XRm 

1,42 tga,:tg o, — Pii Fae 

1.43 a=are tg(2 tg 8). 

1.44 M,-—M,nrn, 方向 同 Miy 
R,—M,/r,, FARES 
R,—R,, AWET., 

1.45 fma: =R — cos a) /cos a, 

1.46 QO.,.—2P(1—r/R), 


1 本 l 
1.47 9zarc tg C ing 53'36*. 


1.48 R,—5.3ml, RQ,—3,7 9" (JiEgmEMIES. 
1.40 R,—-—4.83mG, 只 一 10 吨 ， Rp=0.83 吨 C71 13 16] E 25 


i. 
3 4 
1.50 (à) R, —TP, Ra= P3 
(b R,—llP, R,—- P.) 


28 7 B3 T e 
1.51 € R,—4,.125 kN, R&Q,—0,875 kN, — 
(b) R,,-——2,4kN, Ray=1.95 kN, R4,-71.25kN, 
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^r 1.52 WE (FAF) 答 1.53 HE (FPF) 


1.54 N,.—NQ,— —2P/3,  N4-—0. 

1.55 N,——0,293P, NaP, N,——1,.207P, 

1.58 PzI20/37-, 

1.58 T=20 AJ. R,,—8,.68 7XJp, Ry 二 15 EH, R,,—10 
TH, Rga,—Rg,—0., 

1.59 Toc=Gtg f, T5, —T 54 =G/ (2 cosa cos B), 


Wr , u IS -— 
ao rano = [D ciet 
1.681. Ní— (W-P), Naz No (W+2P), 


ag PT W kina 
1.585 Tun /6W/18. 
1.86 T=W tg f, 


b b 
1.87 3-5, aare tg i gis 


a>, azare tgp i. 


1.68 Qne märt siny- a 
` alitu) 
1.69 Ahxr(ü—1/ 15i =, 042r, | 
1.70 Ë aa = ATC sin iu etg 0320 
1.71 PB445.72,.3 7, 
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—— M dia! 


1.72. PL... —WeZu* o- (OL 28k) */2C0 2c ak) , spi K —tg a, 

1.73 最 大 分 离 长 度 nis Hh l ARK, tga—W,/u(W, 
-+ IF), 

1.74 ucajh, 

1,75 3Qas—aretgu, PIAW Mp5 3h. 
Mace, P >W tg a him, 

1.77 Oas: —2€—2 are tg p (r/Ix 20), 

1.78 6 —2s6—2atc tg n, ?4 n (V 2 —1) Bb, SP AGE TET 
内 。 

1.79 pr (2 一 3)。 

1.80 PILLEAR. 


PHO pi 2ra (we + pa) 1 


1.81 Qua = z— min| zy- —fi) (a-— pE) t (r, d- r3) tat ub) — ZHf; b M 


1.82 Fa ib W Jat Cab " 

1.885 这 点 与 作用 力 端 的 距离 为 w 2 /2 HEAT KK. 
1.88 4—34/10 tg a/4, 

1.90 sEHE f (672—101, 

1.91 T—Q(Qrf»/Af, 

1.92 has -—2ar( te) Ote), 


h—d 
1,94  0—arc sin (SEN ) 。 


M NE Pa 
1.95  9—arc sin( 了 Y) " 
1.97 了 一 pa。 
于 
1.98 Ra=Rs= ve(1— 7). 


第 二 * 
2.1 {二 1 秒 时 到 达 已 点 ，4 一 4.9 米 ，!=3 秒 时 落地 ,落地 速 放 
367 
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v—19,6 米 /种 。 
2.2 8 ——23u// 3, 一 一 xz2/3w 3a, 
EI -ELUEUNLEL.LI 
2,5 v-—bmu-üux*/b, a-gwx()--xi/b?). 
2.6 5,,,— 15,9 公里 。 
2,7. F =e t ett ea AE P eia C 为 常量 。 


h ey * em Tux) 
2, 二 十 一 一 一 — mus. ul T e oieews 
á v/ y? + (mne nx)? 7 CV yid (m4 nx) 


2.4 Uo * 


av? — 
ta b?) cos? g" 


[^ 二 
ippov ad tg Ub, aQ— 
2.10 $L. 4x?(a?* — y?» — (x?-EF 3y? 4- a3 — r?)?, 

gà 4x*(r? — Ay?) — (x? — 3? — a?-E rty 
Tuo 


MER. U— v oosy 


Hn YY 二 ABO,2 a gin $=r sinp, 
ta— Rcos sin e 
À? — (a — R cos gp)? | ^. 


2,8 vp 二 


1 
[cosp 十 4j sin g cos y sin (9 V» ] L 2 


2.11t ys 一 | cos g + FyaT 


{2 sin a—1)cos a 
2.12 "c— Rul 2 TTT a{]—sin a) I 


2.15. n=l, Bp iR (C OU PUEEE A, 
2.17. y ——cHAR 


b 
2.18 B ns sing! x-—y ete( FY). 
: b ps : 1 
2..19 Bd. P= b— epi P — p)" RB PAXE HE — 5, 


b 
2.20 轨迹 ;Pp 二 poe" 3 
= z ERE RE 
运动 方程 ，po 一 po 十 it e e(t 1). 


dp aate, do ,dp 
2,21 p —9 ds? d dp? + dt^ dg * 
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2,22 
2.24 


2,52 


2.53 


34 mh Ec EZ 3E 2 (RECO DP. 如 一 um. ex R Wt, 


væg sin p,  a--eüu? cos qd, 
Mif. p= pet "o, ER vp I+ wo 


C, 
Ea E: p= gein et, 二 wf 
C ; 2 IA. (5 
La p= gein ox +(y— =| a) * 


v= VPR, 

v= Rra (R — cust) , Hii e—ctg a, 

a— AX/19 

ax [ett (v, th tR] 234 

p =v H amo, akehe T N—v3/ (mc Ro f. 
U-—ue **. 
Pa EPRI q= WAHE LA 旋 线 ， 贺 柱 中 心 线 
{E 7. o BRIE p—27: 

xk 度 2" 一 9 十 4 和 加 速度 acm 

Hi z^ ER 2 二 (9? 十 93) 74。 

i r=R+h, vx =r} 40)cos À, V = rÀ ; Ug 一 h ; 
当 以 不 变 高 度 沿 径 线 航行 时 ，4 东 — —2u0sin, ag, =u 


u* 
T rein 24, 下 天 二 一 EX ai cos? Ày 


当 治 纬度 航行 时 ,a 东 =u, ag m D (+r O cos A) *tg A, 
x =— utr i2 cos A5?, 


v =0, U,-——bÜ,.uUsin wt,  U,—buosin(0, cos ob), 


a,— — b8} w sin? wt — bow? sin? (0, cos wt), 


a, 一 — ba 0? cos ut— 7, bo? sin (28, cos WÉ), 
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3.1 
$.2 


2.3 


$.4 


$.5 


5.6 


$8.7 


5.8 


370 


&, — — 250, o sin wt cos (0, cos n E). 


第 三 OX 


d: /Ns gr È 
二 I AR Siga —g. he 


取 AT pni GRR, AB xih, AD xh yb, 则 口 点 的 坐标 


H= tid,  y,— (2b —a)/4, 


"T" a ain za roosa 
sR "MN ria) 


pr i? cos Zat f? sintag 
E= p—{ cos atr a — — 
BUR ( ” (2—r?sin?g)s*/2 ) 


R R 


Ua = -A rt zm 
o= Rop MR 


-一 一 
pa (HR/D OAE, va=0, vy —2»,, 

— c 
te= (1 R/r)eCD, va= (1+R/r yw DE, 
取 Ox WKE h Ov WR E h, M 

x,a— (R—r)cos ogi,  y4,—(R —r)sin ots 
ZAFRA V— (R/T 一 1) wot， 
当 OA 26 UE EC Dr RE. S —60]E/ AK bs 
当 OA 3o zjE BEER, 9p—6,03HOK/ Fo. 
图 中 CD' 二 AD, CE'-—BE, W|vc-—CF, 


er re re pp 
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au . rsin g 
3.9 Ua= 23o SIn 14 ) ， 人 d*— Ar? sini (P9 (9/2) erem er RE 1). 
$.10 C10 MÆ fiu HE (v,—75/2a, NEM EF 方向 为 正 ， 


v.m (01+ 02) + 为 平行 于 板 向 有 的 单位 向 量 : 


(2) EBLON EH T W E 线 ， 它 与 0 点 的 距离 
二 了 0 3k HEYEO B) TF Jf, 
x-COXUR IER TE O 点 的 上 方 ; 
动 瞬 心 轨迹 是 以 口 为 中 心 ， 访 zl 为 全 径 的 加 。 
3.11 EBORE PZA, ELO O KAM 
BIBELE PRD 2r, OHEA SRI, ER 
5.12. 取 定 坐标 条 Mxy 的 原点 在 M，x* Eb: OA, y ti OM, 
到 动 坐标 系 A£n 的 原点 在 4 LE S AB. n SE EC E dh d 
Mim EZ eh: 定 瞬 心 轨迹 ; x? 二 hy; a Oth ub. F9 
h? qd D — 0. FFAA uh fü S HP o-vh/(x*-Fh?), ， 其 中 


xX OA š 
3.13. ERCI: DARBAR, E K9 a, Æ 短 轴 为 


wa b? f maps 
BERI EL. ACADAR PE fub E 短 轴 间 上 的 
椭圆， 


3,15 Uv-—lhwsin a, 
3.16 v= Ruox/ x — R3 R?, A mim] A. 
2.17 v=- e COS p -— a sin 9)» dE cR 


d — [a+ b? -- R?-E 2R (a cos p+ b sing) ]!72, 


3.18 o—. 2 1/$b, ER EE 7; TA] y e—2 LED”. WEIT Jg: 
àc—4v/2 厘米 /种 *， 方 向 治 BD, dp, — 0, 


sin a; cos a 
sin(a,—a,) ? 


3.193 《1) AM zl 


Pap —U.COSU, —U.,cOos0,; 


371 
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$.20 


3.21 


5.22 
3.23 
3.25 
3.2B 
$8.27 


$.28 


5.29 


272 


ł Dy 
(2) h— ign, tea? w= y- (tg a,m tg az) u 
ab I" 
* 


Ua == E 十 aw? 一- 2 


ta 
vs 与 BC Xa fle fü ob 0 二 arc te( e» 


vh —eav/aid4 bt 
的 转向 为 由 AD3udem AB Vr, 
ERARE pEr a oy? MEHED E. 
Vo= 30o (r cos ¢+ R sin p), 
a,-z2a0, a, =a 3o —25), 
UaU pE Ps G4 a OI. M 
ÜU&-c0,G--05,(0 cos Oth sin 8, Aai OE x OC, 
转动 其 速度 a, =h sina; mno DEERE 242a, 05 a; 
Zm a=a, (1 十 sin? 20) 77, 
0,—4 17 秒 ， oz 一 2 1/8. 


EJ Ha 3 
dodi 3 cos ant, wy= SV S sin ant, 
2 2 
1 
O, =H at » 
PT — 
E. — en sin att, e, 73 an? cos ant, — £,—03 


当 a 二 一 La. Oxy 平面 为 定 瞬时 畏 轨迹 面 ， 


PNRI, EAP AB 的 转动 正方 向 为 。 自 和 4 点 看 该 轮 或 
轴 时 ， 转 动 为 师 时 针 方 向 ， 汲 轮 王 的 转动 正方 向 为 HC 


点 者 该 轮 时 为 顺 时 对方 向 。 于 是 


1 
c1) a —— atm) = 9p; 
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os Lula wo i RR: lier tan de 


$8.81 


$5.32 


5.53 


$.36 


3.37 


$5.38 
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zR R 
rc Er 0 


《 3 ZERI Blu iE dk o D m ck O AAEE [EUSEB AS 


(2) w= 


Wr AB AHi, MHR EIA bare te 2 Rr) 


(dy — aH UR 
xh bL A deae OC 方向 ， 和 运动 时 这 雏 
iE E 3E [E] FE ci E 3639. 
(15 "y —0,5 X /$b; 
(25 $t Z2 HI phi FL SEHE — 70 1/19; 
(3) o—70.4 1/#F, £—490 L5. 
—2 arc tz ( ya) 


BRAH HED xou, 


w= I7 l/fb,U—7,.5v/ 2 类/ 秒 。 
ve—aly sin (0—p) — Cy 十 8) sin pls 
v,— —a[9 cos(Ü—$) + (94-8) cos g], 
v,-—ay sin 8, 

BERTIE EfG AG EAs, 


取 i j,k a 别 表示 AC, AB 和 AG 的 单位 [pu da. fEIHi 
Ht v—aojk; 


WE ff Ew —«ok; pahale 2E— 2 J-- À), 
t= r . yue sinten jy A E AB ga B, E 
sin d —" sin pu, 

E ~ 
v= (t itv sing, Erh 4,4 4r os CD qi BA fry d 
dr ES 


u= (ul-vi—2v,cosa)' Ersin a, 


373 


mr calda i EN R RR UR Wn Rn dU 


I hp aa? aa 


3.40 
5.41 


$.42 


$.43 


$.44 
$.45 


$.47 


3.48 
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r= Ro, a-c2Ro*. 
BA TIRRI ABA A P, ei 5 p ü se 
f328 e, 则 轨迹 方程 为 : 


eos ay ti sin G 
血 ioio 
cosg sin tg 


nF 


) , Kma-$.k 


p= Pal 


E v, =o MpD Pe o= s, 
PURIRI Oxy 的 原点 在 船 的 出 发 点 O , x dbi AI DEOS I 
ETE VIELES 

pour (gaz D/2), 


2c ey? e D D 
x—7u ?" Du  2u (v 


fjRERHSGR. x—eD/2u, J 二 DD， 


B, 
设 OM 二 p， 运 动 方 程 为 p 一 二 sin ot, 


Aiia: e= sin pip 为 OM 与 x pK f, 
M aiik 4 二 2w4v， 方 向 指向 口 点 。 

a= uu (sin a) vw ott d, 

vof /nf dv Ent), 其 中 二 dn dt 

24 “一 we Ff. PhSEZHIÉ R HEA 


ED an in. 2. n3 i 
pr are siny t fj : 


€125 Xx OM —x, Wx — — v ES, x -—ux 
(22 U.-2reo Gg BUR 8123 77 [82 s 
apm Aro? (JRE). 


bw 


y PO. VEAP I ORENSE AGB 成 一 
arc tg (477 +1) frg £8 BE JE XS TALES A’ 


"implere RP n a enl NN 


3.43 


$.50 
$5.51 


5.53 


4.1 
4.2 


4.5 


4.4 
4.5 
4.8 
4.8 
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a 一 -377 二 37 十 7， 其 方向 与 三 角形 之 婵 边 成 = 


aro tg(5# 生 二) 的 角度 并 朝向 科 边 的 左 方 。 


vam (Ou) rd D Jig LE: 
aam (dc oy?r d Q?I,. Jj pk E In ZE. 
v= Rav 10, a—R «/10(£?-rw*) —12o*& A 


$2 (H ÉE TO 


C1) 


(2) aut (方向 垂直 DC xp. 


üy = 29a01/4, 


第 四 


Es 


R=? otg Er。 


v= (sin a) / gl/cos a, T —P /cosa, 
Ts Dy 

T-Phe(L) (€) 

Fy,-—mvjbi/a*y*, 


gx? 
ag-4,92K/ E? CT, 


Aa =Ü 

v*— 12k, 

W Ox £d IAE. PAFO R MA 
x= k [t+ b (7'7? —1)]s» 


其 中 一 (全 mrapg 一 4E) / erur, b—2r!p/9nu, | 


可 缩短 37 .5 米 。 
" na]-9- i E 运动 规律 为 


—— FIEL ^4 
=p i (vV — x + H are sin f). 


375 


rr zm ar MU à Lo i 


4.11 (15 x—R eos] 2, 4) 


(25 21.27&1 
(35 7 了 .9 公里 /种 。 
4.12 除了 运动 方程 的 振幅 朗 小 外 ， 其 他 演 有 变化 。 
4.15 a,—T7g/l?, 4559/17, 一 9/17， 方 向 如 图 ， 
T 二 Ts 二 24/17 公 斤 ，， T,—A8/117R FR. 


OUKRXD Te qr 
4,16 ied sro eli) 
D ji f£ A PEE TOTR PRO LUE boe BTE 2b, 
4,17 HEB T— arm Q1) sept Ton], TE. 
4.18. F> Gn mp 9, 
EJ U 
4.19 RKK 是 5+ wj 。， 最 大 张力 是 P(1 s). 


4.20 TELE 离 上 端的 距离 ， 则 x 二 +atb cos( 4 2 


其 中 ba Mi 
4.21 振动 辣 期 Tang aag 


mex onmi ien Gf) 
弹 竹 中 的 张 di Toma [1 eos(2]9. 1]. 


10 cos 4t ( o Ex Z>} 


4,22 x= 3v5 — 2o(t -—.) (S «cx a 


24 4 
UT 48 To Q3 
—ġ sin a( £ — 24 <5), L= 24 十 " 


甘 中 时 间 单 位 为 秒 ， 距 离 单位 为 碟 米 。 
376 
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4.24 
4.25 


4,26 


4,27 


4.28 


-oc— c — 


Ht 一 244 转 /分 ， A—107* BOE, 


x—2(cos L— cos 20), 


u AUS cos $ sin (p-— 0) 
距离 ”一 g : "eos? 0 | 
ERO E ELA 
B uua = 2g sec 1 3 
1 . asin 2f 4- b sin 2a 
仰角 为 了 arc si ais —— * 
Er ccs ur T 
S CH —h) -Tg 时 s=4| (Hh | (H —h) |; 
ya 
a (于 一 丰产 E 时 5-—vi/g. 
n 2 T (254) 一 2U0 du. (Git 0.3, 
P ian -L E 或 amare cacjz(1+ g ) 
2 vi- gh vi j* 


1 ovk sin g 
i-——1 ( EU) 
k ni 1+ g s 


— igatu JF E tga—p 1 
也 =| gR a r oj 一 | 5R。 1 十 此 这 | 


Hoy HEKEI EN x 轴 沿 斜面 向 下 ， 参 数 方程 为 


= ja In E dts 5r | 


EN S E TE UNE. LEA 
y— "3a [2 &£ 5 TO (14 cos d)? l 


其 中 9 角 为 速度 方 南 与 二 轴 的 夹 角 ， 它 从 -2 逐渐 R 小 。 
i-a mm/2K, 
RES. HARRER IHRES, 

377 


rr rh pe e. 


A lini amas PE e BRL p * 


4.89 
4.40 


o —— 


U—Q^/]4K/3x3 , 
Habr E Ebb, Ox ak aAA i, M 


-[rR iR]. 


h=a( cos ad- it aeos a) 24 ag 二 一 一 TM, 最小。 


h ;3 3 
arc soe -7- (ees 8)— $j 


h 
AT = 2mg p (ses E+ à). 


l 3g S ye 人 ts 一 1 


h(3R—h) jg" 


dim 2| 38 CR hj 


T —rmimi/gqQ. 

T= (22/8) /V,m/poy , 

WA RA RA ED An be E RE vM E - 
(3 ) 4L). 


CI 平衡 仔 置 0—--90" 《稳定 ?1，0 一 180”【〔《 不 稳定 ?3 
(2) T—2-z/2(/7/2—DR/g 5,1 Rig, 


T 


轨迹 为 对 数 螺 线 ln — xel( 4) —i. see ab 


Th. 
i 二 8 .1 公里 /种 ， Us 二 6.3 公 里 / 移 ， 了 二 114 分 。 


Tr —- e 
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AW, Hle eR Ln 


ede ioni i aeri fan da 


4.66 


4.67 


4.70 


4.72 


4.73 


4.75 


4,77 


AE— V mgRæ=2,35 X 10! fk. 
Av4,::0.87 75 HL/ T, Avg 二 0.73 公 里 / 秒 。 
Eeh V —11.55/7& HH / Bb. 


平面 Dxy 上 的 weel ZY - (EY oa. 
= a A 
其 中 此 二 本 Ki，  e—pX1Xüre b=pEkiis s 和 凡是 


国定 中 心 Ca 的 坐标 。 
y* 2kzt 
A aE o T ER a? 十 DE 二 i 上 的 螺 PE i. 


NN 

WE anh 2. 

xz] jfi. p Rat, ptv R— atys 

ie Jp T—mviR*/(R-ai)*, 

取 c-—ut*/Rg, W 

(2) e—/er/R,  acrR/(R—cer), | b—awv 1—e* ; 
] 372 

(3) T= T, / (1—07) P 

C40 T—T,20.01f$5, 

320° (2p —0D * —56l3p*?-- 271 — 0, 

B-af23. 

ine*-c1/2, MAE tds dry ie AA a Ate, 

1 x : 
anart eos y}: e 25 A$ [P] 9 [b C E, 


t= 6/r/9. 


279 


ampere mr AR n. e Br nc apr ln dr 
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R 5| 


B 
FTI conservative force 203% tmy Binet’s equation 315 
JkdEJp4E  diutrinsic equation 113 Fak  invarianl 15 
Adkiik o polhode ' — 186 
C 
dB reference system 102 erence system 176 
Sik (SR) — reference Hema statically indeter- 
body 5,102 minate problem 60 
btg geocentric ref- Wii geodesie $46 
erence syslem 1603 E  impalse 287 
TREES inertial refar- gm impulse theorem 287 
ence sysiem 246 mta initial phase angle 258 
atya translatory ref- 
D 
ym simple pendulum 275 Eshe fixed-axis rotation 185 
A HH dS vibration with 动量 momentum 287 
single degree of freedom 265 动量 定理 theorem of momen- 
MÆ reciprocal base 1T tum 287 
等 时 押 isochronic pendulum $836 zh EE moment of momentum 289 
f&—xm ap first integra! 286 zh didi» theorem of moment 
定点 运动 motion with a [fixed of momentum 290 
point 188 动能 定理 theorem of kinetic 
定点 转动 rotation around a energy 202 
fixed point 192 zB £8  polhode, moving 
SWOpiR herpolhode, fixed centroid 186 
centroid 186 aE geodesi 346 
380 
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inii AMA, Nb Mr LR RR RD REIR oH 


tety  Varignon's theorem 22 
Ew E  contravariant compo- 
nent 16 
MEAS principle of rigidi- 
zation 49 
$E covariant component 17 
Ağ resonance 274 
合力 resultant force 7,26 
Aky equation of are 
length i105 
打点 base point 1"B5 
pL Bex theorem of con- 
servation of mechanical 
euergy 293 
mE acceleration 109 
Hime normal accelera- 
tion 115 
Emm supplementary 
acceleration 259 


mat formula forthe 


distribution of accelerations 
172,142,195 


wara mwa formala for the 


composition of accelerations 
222 


mU T absolute accelera- 


ee ER PR le Bo MR E i ea a de 放下 


— mnm =mi PE H MERI E OR cin RS m io E RARI HARI rr t gm 
PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


Bus  binormal 112 
国有 频率 proper frequency 569 
惯性 质量 inertial mass 248 
拖带 trajectory 105 
uia regular precession 208 
tph center of reduction 20 
tion 718 
Hem Coriolis accelera- 
iion 29% 
3pSuiIDpIiÉBE average accelera- 
tion 109 
umag tangential accel- 
eration 113 
ZA convected accelera- 


tion, follow-up acceleration 
(GE acceleration d*entrain- 


menty 162, 222 
Britt instantaneous ac- 

celeration 109 
Hamme relative accelera- 

tion 183, 222 

4izh angular momentum 189 
38] 


AmA angelar acceleration 187 lar velocity 192 


PRALJAK angular accelera- XEzh angle of precession 2065 
PUR WEIT i7l 静 定 问题 statically determinate 
A €E angular velocity 187 problem B0 
A HENARES angular velocity iB. center of moment 18 
iri 
mairix 169,191 AREE matrix 
AEF angular velocity . 
t f 
WEDRE 169,191,198 m B PR ransformation ma 
[r:x 12 
角速度 合成 定理 theorem of | 
composition of angular ve- füxk BEAR EE angular velocity 
Iocities 199 matrix 169,191 
RAE instantaneous angu- WETERE Jacobian matrix 139 
K 
cPBurmÉE-WevykegpgipH3s Cardan-Hoole FANE Kepler*s problem — 321 
universal joint, cardano 224 空间 极 迹 herpolhods js 


Jt WAS Kepler's law — 122,324 


L 
itigh Lame's coefficient — 145 forces 26 
Wü 4f centriiugal potential THE null force-xystem ^4 
energy 2518 : 
JHMCERUHGUEGEN parallelogram iore syslem of coplanar 
es 52 
law of force . 5 
Eo moment of a TUR srstem of parallel 
- : gs $4 
force about an arbitrary axis 260 
JW 6 couple 27 
djig moment of a force 18 
pam 
JUAEE force screw 32 AHM resultant couple 81 
Hp system of forces, forge HA moment of a couple — 71 
system 5 HAE system of couples 25 
$DA equivalent force DAAH bAt transmissibi- 
systems 24 lity of a force on a rigid 
db ZIX system of forces body 25 
applied at the same point T PMDE twomoment formula- 
Eng system of concurrent tion 56 


382 


= i 
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don ll es min a om He eri cf es e 


pid equilibrium condi. pttp tA  Lorentz's tran- 


tion of two forces 23 siormation formula 249 
M 
入 切 平 而 oseniating plane 111 mese angle of friction 57 
sx 5m  osculating circle 111 fr mg coefficient of friction 67 
N 
wyp coniravariant compo- 咎 畏 第 三 定律 Newton”s third 
neni 16 law 215 
牛顿 第 二 定律 Newton's second ddp cde  Newtonfs first 
law 245 law 218 
0 
f Sfkdpf& Eulerian angles 205 
. P 
wix frequency 268 Ti m RUM stable eguili- 
z} translation 184 brium position 307 
wtw equilibrium position 306 平面 适 动 planar motion 174 
半 称 定 的 平衡 位 置 semi-stable appi tenter of parallel 
equilibrium position 207 Forces $5 
TRATA unstable 
equilibrium position 307 
Q 
m splierical penduium 2841 110,122 
ii curvature 110 Mkh center of curvature — 122 
曲率 尘 和 radius of curvature 
383 
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dux three-moment formu- Mr— up mE first cosmological 
lation 5B velocity 823 
zji xg equilibrium condi- 横向 速度 transverse velocity 
tion for three forces 24 1608 
dial velacit 
势能 potential energy 293 和 


EEE  ilmitiug velocity 259 


5 Jm force diagram, free-body ——— "e 


diagram 39 : 
面积 速度 areal velocity 433,291 
Şan forced vibration 271 zie serpe wilay T 
首次 积分 first integral 286 , 
; EEE  convected velocity, 
KAE AAN precession of follow-up velocity (ik$ 
the perihelion of Mercury — 327 vitesse d'entrainment) 
四 178,182,219 
Weth instantaneous angular 
velocity 192 miae instantaneous velocity 
108 
Bm  instántianeous screw 
axis 212 Epa formula for the 
" — i distribution of velocities 
BE RIESI F instantaneous center 170,178,191 
of rotat:om 181 
Re instantaneous axis 速度 合成 公式 formula lor the 
of rotation 192 composition of velocities — 218 
ZEE dead zone sii wae instantaneous velocity 
i center 181 ^ 
速度 velocity 
W-E S second cosmolo- gh HE velocity of escape 265 
kica! velacity 265,322 ddxp xus relsiive velocity 
第 三 字 宙 速度 third cosmological 178,218 
velocity azg 
T 
特定 时 间 characteristic time 260 
X 
2ta method of lineari- die sk o phase trajectory 302 
zation 276 ag radius vector 6,104 
相 点 phase point 802 
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— MÀ à — a 


向 量 vector & 


Gk] ED base vector & 
ik E polar vector 203 
jihixkBrzg E angular accelera- 
tion vector 175 
Mærk angular velocity 
vector 169,191,196 
thim  pseudo-vector 208 


存 伴 癌 量  asscociated vector — 191 


向 量 的 相对 导数 relative deriva- 
five of a vector 215 


AmE gravitational mass ^46 


有 心力 运动 motion under the 
action of a central force — 31$ 


Aati effective potential 

energy 316 
加 频率 circular frequency 268 
约束 constraint A1 

A NES unilateral constraint 
331 

定 带 的 划 scleromic constraint 
831 


ipf angle of nutation £06 
振幅 amplitude (of vibration) 268 


Nm 4x mW; differential 
equation of the motion oí 


& material! particle 251 
Eo center of gravity $T 
ipa central axis 22 


主动 为 active force 41,2332 
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HAm hodograph- 105 
Eig  pseudo-vector 203 
+E principal vector B 
Shi ER axial vector 203 
相 平 面 phase plane 802 
"kr e response curve 273 
Haa E covariant component 17 
Ae calenary 73 


Æe  rheonomic ton- 


straint 211 
REAREA principle of re- 
moval of constraints Al 


理想 约束 ideal constraint 333 
mik bilateral constraint 331 
约束 力 constraint force 41 
Hemh constraint reaction di 
约束 运动 constrained motion 330 
运动 方程 equation of motion — 104 


di principal normal 111 
£3% principal moment 22 
主 向 量 principal vector 8 
ERU maximum static 
Írictional force 6T 


Hb WHEN] coordinate surface 140 
$ gal  coordinste curve 140 
wE coordinate system 19 


385 


AERE — east-north-zenith 
system 114 


hieng parabolic ey- 


lindrical coordinate system 
147 


球 些 标 spherical coordinates 
153 


386 


—á 


 ESE- E23 curvilinear coordi- 


GALE» 139 


JE XE MB ERES orthogonal cur- 


vilinear coordinate system 
148 


Ei cylindrical coordinates 
128 
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